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Résumé

Dans cette these, di érents aspects de la propagation de ligne en milieux hétérogenes sont abordés.
Dans un premier temps, les concepts et les outils fondameuntede la propagation des ondes en milieux
désordonnés sont rappelés.

Ensuite, le régime de localisation d’Anderson est abordé podes systémes bidimensionnels ouverts.
La localisation est mise en évidence de maniere simple a padu calcul de la gure de speckle
transmis par une réalisation unique du désordre et en faidavarier les conditions d'illumination.
Les régimes localisé et di usif sont alors nettement di énaciés, permettant d'introduire un nouveau
critére pour la localisation.

Puis, un régime dilué dans lequel les corrélations du désmedouent un rdle important est étudié.
En particulier, I'étude se concentre sur les milieux hypeniformes, qui permettent de montrer de
maniere spectaculaire comment les corrélations peuveniactger les propriétés de di usion d'un milieu
jusqu'a le rendre totalement transparent. L'in uence des arrélations du désordre sur le coe cient
d'absorption d'un milieu désordonné est également envissy elle s'avere étre modérée.

La derniere partie s'intéresse aux uctuations du taux d'énssion d'un émetteur de type molécule
uorescente enfoui dans un milieu désordonné en fonction da position. Cette corrélation spatiale
d'un nouveau genre permet d'obtenir de maniere découpléesd@formations sur les détails micro-
scopiques du milieu (corrélations) et I'environnement I@t de la source.
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Summary

In this thesis, dierent aspects of wave propagation in conlpx media are adressed. First, basic
concepts and tools of the propagation of waves in disorderatkdia are reminded.

Then, the Anderson localization regime is tackled for twoithensional open systems. The localization
is highlighted in a simple way from a calculation of the tranmitted speckle pattern for a single

con guration of the disorder with varying illumination conditions. Localized and di used regimes

are clearly di erenciated, allowing to introduce a new critia for localization.

Next, a weak scattering regime for which correlations of thdisorder play a signi cant role is inves-
tigated. Namely, the study is focused on hyperuniform mateals, where correlations are such that
they are transparent compared with their uncorreleted equalent. The in uence of the correlations
of the disorder on the absorption coe cient is also consided, but it is found to be moderated.

The nal part is dedicated to the uctuations of the decay rate of an emitter, (e. g. uorescent
molecule), embedded in a disordered medium as a function tf position. This new type of spatial
correlation allows to extract information on the microscoje details of the medium (correlations) and
the local environment of the source in an uncoupled way.

Keywords

Electromagnetic local density of states, Anderson locaéiion, Speckle correlations, Hyperuniform
medium, Correlated disordered medium, Absorption
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Chapitre 1

Introduction géneérale

2015 a été décrétée année internationale de la lumiere padNESCO. Ce choix a été motivé par
la chronologie de I'histoire scienti que de la lumiere. Vex 1015, Ibn Al-Haytham publie un premier
traité sur l'optique géométrique. En 1815, Augustin Freshgropose pour la premiére fois une théorie
ondulatoire pour la lumiére par des expériences de di racth. En 1865 James Clerk Maxwell introduit
la théorie de I'électromagnétisme permettant de décrire asi la lumiere. En 1916, Albert Einstein
montre le role essentiel de la lumiére dans I'étude de I'eggatemps avec la relativité générale. En n
en 1965 Arno Penzias et Robert Wilson découvrent le rayonnent fossile, livrant une partie des
secrets de la jeunesse de l'univers. Il existe bien sir de fwauses autres dates et événements dans
I'histoire de la lumiere. Citons notamment la description gantique de l'interaction de la lumiere avec
la matiére avec la mise au point du LASER (pour Light Ampli cation by Stimulated Emission of
Radiation ) en 1960, ou encore la découverte en 1895 des ragoX par Wihelm Rontgen et ses
applications en radiocristallographie ou en imagerie méddile.

Un autre domaine d'intérét riche d'enseignements fondameux sur la lumiere et porteur de nom-
breuses applications est l'interaction de la lumiére aveed milieux désordonnés ou hétérogenes. En
e et de nombreux milieux naturels et arti ciels se présentat sous forme désordonnée. C'est le cas,
par exemple, de la neige, des nuages, de certains milieuxldgigues ou encore du lait. La Fig_—1l1
montre des exemples de tels milieux en montagne.

Les milieux désordonnés arti ciels sont aussi trés couratcar ils conduisent a de nombreuses ap-
plications, notamment pour les objets de couleur blanche.eLpapier et la peinture sont les deux
exemples les plus représentatifs. Cependant ces milieupurent d'autres applications dans des sec-
teurs plus inattendus comme l'agroalimentaire. Des nanogeules d'oxyde de titane sont en e et
utilisées comme additif alimentaire (E171) pour renforcela couleur blanche dans les préparations

Figure 1.1 Les milieux naturellement di usants sont trés nombreuxptamment en montagne avec les nuages
et la neige.
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Figure 1.2 Schéma simpli é illustrant la propagation de la lumiére da un milieu désordonné. La lumiére
rentre par la gauche et se re éte sur les di érentes héténogiéés avant d'atteindre le poinA. Ces
hétérogénéités sont symbolisées par des ronds noirs etgpewavoir des formes, des tailles et des
propriétés optiques variées. Il existe de multiples facpasr la lumiére d'atteindre ce point, deux
sont représentées, elles donnent lieu a des interférencestiuictives ou destructives.

alimentaires, les cosmétiques et les produits pharmacelues.

A n d'illustrer l'interaction entre la lumiere et un milieu désordonné, considérons un premier exemple
comme un morceau de sucre ou une feuille de papier. Ces deukemm comptent de nombreuses
hétérogénéités par lesquelles la lumiére est multiplemedt usée. La Fig. [I.2 présente un schéma
simpli € d'un milieu complexe ou la lumiére se propage en éitdi usée sur les hétérogenéités, deux
exemples de chemins de di usion sont présenteés.

L'ensemble de ces processus donnent lieu a des interférsrmmnstructives ou destructives en chaque
point de I'espace. C'est ainsi qu'en regardant l'intensitéansmise sur un écran, une gure d'interfé-
rences complexe est observée, elle est appelée gure deldpdou tavelure en francgais). Un exemple
est donné sur la Fig—L13, cette gure a été mesurée en transsi@ sur un échantillon désordonné de
billes de silice. Il est néanmoins essentiel de noter que fe@essus aboutissant a une gure de speckle
est déterministe : en chaque point la phase, I'amplitude ealpolarisation de I'onde sont parfaitement
dé nies.

Figure 1.3 Exemple de gure de speckle transmis par un échantillon d@ ™, composé de billes de silice de
400 nm de diamétre, éclairé par un laser He-Ne (mesure émlmr E. Perros).

Toutefois il est rare d'observer une gure de speckle, suriben milieu naturel. En général, un milieu
complexe est uni, blanc et opaque quelque soit la directioroliservation, c'est le cas, par exemple
d'un nuage. En e et, un nuage n'est pas un objet statique, legouttelettes qui le constituent se
déplacent dans le temps sous l'action de la pesanteur et eteiragissant les unes avec les autres. Ce
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Figure 1.4 Propagation d'un faisceau LASER dans du lait, la partie istilgue s'amortit sur une distance
caractéristique correspondant au libre parcours moyegnkrgie ainsi perdue par di usion est alors
la source d'un halo di us.

qui est nalement vu est une moyenne de I'ensemble des gurds speckle instantanées, il en résulte
un halo de lumiére di us. La Fig.[I.% illustre cet e et en montant comment se propage un faisceau
LASER dans du lait. En progressant dans le milieu, chaque bgénéité dévie une partie de la
lumiére incidente, la partie balistique de la lumiere s'amtt alors sur une distance caractéristique
correspondant au libre parcours moyen de di usions.,. De maniére qualitative, s¢c; donne la distance
moyenne parcourue entre deux événements de di usion.

Les exemples de milieux évoqués précédemment sont dit ddugt sont tels que le libre parcours
moyen de diusion s, est grand devant la longueur d'onde. Ces milieux sont les glicourants.
Citons par exemple les tissus biologiques, en premiére kgmour I'étude de la propagation des ondes,
en vu d'applications pour l'imagerie médicale et la médean Dans un tel milieu, le libre parcours
moyen est de l'ordre du millimétre pour les ondes optiques cpii rend, par exemple, impossible
I'observation des os au travers des organe. Il est néanmopsssible de faire d'excellentes études en
surface des milieux biologiques, par exemple avec I'optejgohérente [1]. Une autre possibilité est de
placer des émetteurs, comme par exemple des molécules somntes, dans le milieu. L'interaction de
ces émetteurs avec leur environnement va modi er leur tauXé&mission. En analysant la statistique
du taux d'émission il est possible d'obtenir des informatits sur I'environnement local de la source
et le détail microscopique du milieul[2].

Récemment, au-dela de la simple compréhension de la propimades ondes en milieux complexes,
un nouvel enjeu a émerge : il s'agit du contréle de la propagan des ondes. Une premiére possi-
bilité est d'utiliser le déterminisme évoqué précédemmemte maniere a ce que les ondes di usées
soient interferent constructivement ou destructivementUne maniere de faire consiste a controler
lllumination, ce qui a été réalisé avec succes avec despdisitifs de contréle de front d'ondel]|3].
Une autre possibilité consiste a contrbler directement le ilieu de sorte que les positions des hé-
térogénéités conduisent a des propriétés de propagationgilieres. Par exemple, I'arrangement en
cristal d'un milieu permet de lui conférer certaines propétés optiques, comme des bandes interdites
photoniques [4/ 5].

Cependant, il n'est pas nécessaire que la structuration duilleu soit périodique pour observer des
propriétés remarquables, la présence d'un ordre partiel ytesu re. Un exemple d'un tel milieu est
la cornée [[6]. Une image de ce systéme est proposée sur la[Ey Dans cette structure ce sont
les propriétés de diusion qui sont modi ées par les corrélmns entre les positions des bres de
collagénes qui la composent. Ces corrélations a ectent liore parcours moyen de di usion, il est
alors signi cativement plus grand que si ces corrélationgagéent absentes et surtout plus grand que
la taille de la cornée, qui est alors transparente. Une maligdcourante de la cornée consiste d'ailleurs
en une altération de ces corrélations, conduisant a une rédion du libre parcours moyen, la cornée
est alors d'apparence laiteuse.
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Figure 1.5 Image TEM d'un arrangement de brilles de collagéne dansdarnée humaine (par G. Latour).

L'absorption des ondes, optiques notamment, constitue dgeent un grand domaine d‘application.
En particulier pour la conversion d'énergie photovoltaige. Dans ce domaine, le coe cient d'ab-
sorption d'un matériau est une des grandeurs d'intérét cat permet de quantier la part de lu-
miere convertie en énergie électrigue. Récemment, les milkk désordonnés ont suscité l'intérét pour
l'absorption. En e et, ils peuvent présenter des performases plus intéressantes que les structure
périodiques|[7].

La propagation des ondes ne peut pas toujours étre décrite gmniere di usive, comme c'est le cas
pour les systéemes dilués. En utilisant un modéle de liaisoorfe, P. W. Anderson a montré que pour
les électrons un régime trés di érent existait ou les étatsrppres sont localisés conduisant a une
absence de di usionl[8]. Ce régime apparait lorsque le libparcours moyen est du méme ordre que
la longueur d'onde et est appelé la localisation d'Andersoklle a été observée pour les électrons [9],
elle I'a été aussi pour les ondes de matiere [10] ou encoreulésmsons [11]. Le cas des ondes optiques
est plus délicat, surtout en dimension trois. Le role des ndméarités [12], de I'absorption/[13] ou du
caractere vectoriel des ondes dans la localisation n'estspancore bien compris [14].

Les travaux présentés dans ce manuscrit sont e ectués dams Ildeux régimes présentés, a savoir les
régimes di us et localisés. Tout d'abord, le chapitr€]2 comence par rappeler les concepts fondamen-
taux de la propagation d'ondes en milieux désordonnés. Leastits permettant de décrire l'interaction
entre la lumiére et la matiére sont ainsi introduits, notamrent I'équation de Helmholtz, I'équation de
Lippman-Schwinger et la densité locale d'états électromagtiques. La fagon de décrire le désordre
est ensuite présentée. Dans tout le manuscrit les milieux st¥donnés sont constitués de di useurs
ponctuels répartis avec ou sans corrélations dans le videed_équations fondamentales de la propa-
gation d'ondes en milieux désordonnés, comme les équatiolesDyson, Bethe-Salpeter et 'Equation
de Transfert Radiatif, sont ensuite présentées.

La chapitre[3 se focalise ensuite sur le régime de localisatid’Anderson. Jusqu'a présent, l'essentiel
des études menées sur la localisation ont porté sur des grands moyennées sur les con gurations
du désordre, la conductance notamment, puisque pour les aifens ce sont les seules grandeurs
accessibles. En patrticulier, il n'est pas possible de mesuune gure de speckle, ce qui n'est pas le
cas pour la lumiére. Ce chapitre s'intéresse donc aux progiés du speckle transmis en régime localisé
pour des ondes scalaires en dimension deux, a n de déterminme signature de la localisation sur
une con guration unique du désordre. A partir de cette étudein nouveau critére pour la localisation
d'Anderson est envisage.

La suite du manuscrit s'intéresse au régime dilué et étudiénl uence des corrélations du désordre sur
la propagation des ondes dans un milieu. Dans les chapitféetdd, une classe particuliere de milieux
désordonnés corrélés est introduite, il s'agit des milieuxyperuniformes. Ces milieux sont dé nis a
partir de leurs facteurs de structure, celui-ci tend vers ré pour les grandes longueurs d'ondes. Ces
milieux ont d'abord été étudiés pour leur propriétés géomitjues et ont récemment suscité l'intérét
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pour l'optique, ou des bandes interdites complétes y ont étéimériquement observées. Dans ces cha-
pitres, une classe de milieux hyperuniformes particulieesst étudiée, celle pour laquelle le facteur de
structure est nulle sur toute une zone du réseau réciproquaut d'abord, une méthode de génération
numeérique de ces milieux est exposée, puis on s'intéresssu@p a leurs propriétés de di usion. Le
lien entre le libre parcours moyen et le facteur de structurest rappelé. C'est ici que réside l'intérét
des milieux hyperuniformes, leurs facteurs de structure att nul, on s'attend a ce que la propaga-
tion de la lumiere change radicalement par rapport au cas deillux non corrélés. On propose ainsi
une étude détaillée de cette possibilité et on montre dans jle mesure les corrélations du désordre
peuvent changer un milieu opaque en un milieu transparent egarrangeant les hétérogénéités qui
le composent.

Puisque les propriétés de transport de la lumieére peuventrétsigni cativement in uencées par l'ordre
local du milieu, il est Iégitime de se demander dans quellegsures les propriétés d'absorption peuvent
elles aussi étre modi €es. Le chapitig 6 s'intéresse a cetfgestion et constitue une premiere étape de
I'étude de l'absorption dans les milieux désordonnés coléé. Ce chapitre s'intéresse plus particulié-
rement a la longueur d'absorption, c'est-a-dire la longuelcaractéristigue donnant I'amortissement
d'un faisceau par absorption.

Enn, le chapitre [71s'intéresse a la uctuation du taux d'émssion d'un émetteur de type molécule
uorescente en fonction de sa position au sein d'un milieu dérdonné. La fonction de corrélation qui
en découle porte des informations sur la structure microgugue du milieu (corrélations du désordre)
ainsi que sur l'environnement local de la source. Ce résultast intéressant dans le contexte de
I'imagerie des milieux complexes.



14

CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE



Chapitre 2
Concepts fondamentaux de la

propagation des ondes en milieux
désordonnés

Sommaire
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2.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est d'introduire les concepts falamentaux de la propagation des ondes
en milieux désordonnés utilisés dans ce manuscrit. Il peubnc étre passé par les lecteurs déja
familiarisés avec ces concepts.

La premiére partie rappelle les concepts d'équation d'ondde fonction de Green et de densité local
d'états photoniques. Elle introduit aussi la notion de di useur ponctuel utilisée dans tout le manuscrit.

Elle propose en n une étude qualitative de la di usion multple pour une réalisation particuliére du

désordre et introduit ainsi le speckle.

La seconde partie s'intéresse aux grandeurs moyennées &% féalisations du désordre comme le
champ moyen ou l'intensité moyenne. L'approche diagrammgtie est d'abord présentée. Les équa-
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tions de Dyson pour le champ moyen et de Bethe-Salpeter potintensité moyenne sont ainsi rap-
pelées et formulées sous forme de diagrammes. L'EquationTdensfert Radiatif est en n introduite,
d'abord a partir de son lien avec les équations de Dyson et deetBe-Salpeter, puis a partir d'une
approche plus intuitive a l'aide de considérations énerggties.

2.2 Théorie de la di usion multiple

2.2.1 Equation d'onde et fonction de Green

La fonction de Green est un outil mathématique trés généralepmettant de résoudre des équations
aux dérivées partielles linéaires avec termes sources qaebjues et conditions aux limites. Dans ce
manuscrit, la fonction de Green est appliquée aux équatiorde Maxwell. Considérons un milieu
désordonné modélisé par sa constante diélectrique;! ) éclairé par une source décrite par sa densité
de courantjs(r;! ). Le champ électriqgue dans le milieu est solution de I'équah de Helmholtz [15] 16]

re r. E(@ml)  (GHKEMmD) =il ojs(ri!); (2.1)

ou ko = !=c est le module du vecteur d'onde dans le vide. Par dé nition,al fonction de Green
G(r;r%!) est solution de I'Eq. (Z.1) avec comme terme source une dibution de Dirac (r r9:

re é(r;ra,!) (r)!c—zzé(r;rcfl):ﬁ r r9: (2.2)

Il existe deux solutions a I'Eq. [Z.2). L'une correspondan& une onde rentrante venant de I'in ni
et une autre correspondant a une onde sortante vers I'in nDans la suite, la fonction de Green est
prise avec une condition d'onde sortante a I'in ni, cette dation est dite retardée. Le champ produit

$
par la sourcejs(r;! ) s'exprime alors en fonction deG (r;r! ) :
z
$
E(r!)=1i o G(r;r%)js(r%Hdr® (2.3)

Pour donner une image plus concréte de la fonction de Greemnsidérons le cas ou la source est
un dip6le électrique de momenps positionné enr® La densité de courant associée epi(r;! ) =

il ps (r r9.L'Eq. (23) devient
$
E(r;')= o 2G(r;r% )ps: (2.4)

La fonction de Green donne le champ électrique produit en urojmt r par un dipéle source positionné
en un point r% Dans la suite du manuscrit, le milieu désordonné est mod&di par un ensemble de
dipbles baignant dans le vide. La fonction de Green dans ledei est donc tres utilisée car elle va
permettre de déterminer le champ électrique dans tout I'eape quelle que soit la structure du milieu,
en particulier par la méthode des dipéles couplés (voir chisye B).

Pour des ondes vectorielles en dimension trois, la fonctide Green est un tenseur. Dans le vide son
expression est donnée par
(II

. # )
$ $ $ $
Sorr®)=vP 1 u us KT 1§ g, eRkon) (195, (2.5)

kjr2 4r 3k3

ou VP désigne la valeur principale, la distribution de Dirac et r = jr r9.
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Remarque : dans ce manuscrit, seul le chapitfé 7 utilise lesdes vectorielles en dimension trois
Dans les chapitre$13 €fl5, les ondes sont étudiées en dimemsleux. Elle peut étre vue comme
un cas particulier de la dimension trois, lorsqu'un systémest invariant par translation selon
une direction. C'est le cas dans la plupart des chapitres oad milieux sont constitués de tiges
de longueur grande devant la longueur d'onde. En notant, la direction d'invariance etu, et
uy les vecteurs dé nissant le plan perpendiculaire &,, le tenseur de Green dans le vide est

2 3
$ 0
$ |
Go(r;ro;! ): g Gk(ryr ’ ) 0 g’ (26)
0 0 Gp(rir%)
ou

8 8 ® 2
3 2 i s o 5 oHL(R)T (RS

18l )= _ HY (koR) + —VP 2 I S |

Gu(rirSl)= 7 1 u u Hy’(keR)+ ZVP . 2u u koR 2k2
6% ) = HP(aR)
2.7)

ouR=jr rf,u=(r r9=Ret Hi(l) est la fonction de Hankel d'ordra et de premier type. La
forme de ce tenseur présente une propriété remarquable : poau dipdle polarisé seloru, ou uy
le champ rayonné est polarisé dans le plam,;u,) et pour un dipéle polarisé seloru, le champ
rayonné est aussi polarisé selam,. Ceci a des conséquences pour la propagation des ondes, far
une onde polarisée selon, va conserver sa polarisation en se propageant. De méme uneeor
polarisée dans le planux;uy) reste polariseée dans ce plan en se propageant. Il est donsgible
d'étudier séparément les deux types de polarisation. Cesukepolarisations sont dénommeées
comme suit, la polarisation TM (transverse magnétique) estelle ou le champ électrique est
dans le plan (i5;uy) et la polarisation TE (transverse électrique) est celle ole champ électrique
est selonu,.

1%

Il est a remarquer que dans le cas TE le champ électrique ne p&de qu'une seule composant
non nulle, dans ce cas les ondes peuvent étre considéréesntescalaires et la fonction de Greer
est donnée par

Go(r;ré!) = i—ngl)(kojr r9); (2.8)
solution de
Go(r r%) !C—,jGO(r ré1y= (r r9: (2.9)

Dans le chapitre[, les ondes étudiées sont scalaires en digien trois, la fonction de Green est
alors

exp(koR)

SRR (2.10)

Go(r r9=

ouR = jr rY. Dans ce cas la fonction de Green est solution de

Go(r r%) !c_ZZGO(r ré1y= (r r9: (2.11)
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2.2.2 Densité locale d'états (LDOS)

LDOS est I'acronyme dd_ocal Density Of Statessigni ant Densité Locale d'Etats. La LDOS est une
grandeur fondamentale en optique, elle est au c+ur de l'intaction entre la lumiére et la matiére.
En termes de fonction de Green sa dé nition est

2! $
(r;1)= ?Im TrG(rir;!) (2.12)

A n d'illustrer son importance, le cas de la puissance émigear un dip@lg source classiqup, posi-

tionné enr et plongé dans un milieu caractérisé par sa fonction de Gre€nest considéré. Le champ
est donc donné par

$
E= o 2G(r;rs;! )p: (2.13)
L'expression générale de la puissance émise est donnée par
1 Z
P= —-Re j(r):E(r)dr; (2.14)

2

ouj(r) est la densité de courant, dans le cas d'un dipdle elle vaut! p (r rs). La puissance émise
est alors

!
Py, = 2 Im[p :E(ro)]; (2.15)
avecu tel que :p = jpju. En introduisant I'Eq. .13 dans cette derniere équation] vient
ol 3, $
Py = T]pj Im u:G(rsrs;! )u - (2.16)
En moyennant sur les orientations du dipdle la puissance ésaiest

0

| 3 $
P = ——ipi®Im TrG(rsirs;!) : (2.17)

En utilisant la dé nition de la LDOS donnée par I'Eq. (Z12),le lien entre la puissance émise par un
dipdle classique et la LDOS est établi :
o2 2
P= 2 ipj? (rs!): (2.18)
La puissance émise par un émetteur est donc proportionnefida LDOS. C'est un phénomeéne bien
connu en électromagnétisme, la puissance d'émission d'war@enne dépend de son environnement.
Ce raisonnement est aussi valable pour la puissance abserbé

La LDOS se dé nit également a partir des modes propres éleatnagnétiques du systéme. Un mode
propre e, (r) est solution de I'équation de propagation en régime statimaire pour la fréquence propre

|
- n O

! 2
r r, e (r)C—;en(r)=O: (2.19)

Pour une cavité fermée et sans pertes, la fonction de Greerupse décomposer en fonction des modes
du systeme|[17] 18] :
#

é(r;ra,! )= X e (r) en(r) VP 1 izt 5 (N (2.20)
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En combinant I'Eq. (2.12) et I'Eq. (Z2.20), la LDOS s'exprimeainsi de la maniere suivante :
X
(r1)= jen(N® (1 o) (2.21)

n
La LDOS en un point correspond donc a la densité d'états pond® par les modes en ce point,
c'est donc bien une quantité locale. La LDOS est utilisée dare chapitre[3 pour la caractérisation
spectrale de la localisation d'Anderson.

Cas d'un émetteur quantique

Dans le cas d'un émetteur quantique, le taux d'émission sp@mée est également proportionnel a la
LDOS [17]. Pour I'obtenir de maniere phénoménologique onuyteliviser la puissance émise par I'éner-
gie portée par un photon-! 4, correspondant a la transition entre I'état excité et fondmental [17] :

12, .
= T dped” (il eg) (&.22)
Cette derniére relation est tres intéressante d'un point deue expérimental [19], car la durée de
vie d'un émetteur uorescent est inversement proportionnel a : = 1=. De cette maniére en

mesurant la durée de vie d'un émetteur quantique il est posée de déterminer la LDOS a la position
de I'émetteur.

2.2.3 Equation de Lippman-Schwinger

L'équation de Lippman-Schwinger est une équation portanus le champ électrique, ici elle est établie
en dimension trois pour des ondes vectorielles, mais elle ggmeéralise simplement pour les autres
dimensions et polarisations. Lorsqu'une onde éclaire unliau désordonné, modélisé par sa constante
diélectrique (r;!) (! étant la fréquence de la source), un élément de surfac& qcorrespondant a
un élément de volume en dimension deux) enacquiére une polarisation &P (r;! )

dBPr;!)= o[ (r;!) 1JE(r;!)dr: (2.23)
Chacun de ces éléments de surface rayonne ainsi une ontigs(r) en r donnée par

BEs(r;! )= o Z%O(r;ra,! YA3P(re!); (2.24)
Par principe de superposition, le champ électrique total edonné par

E(r;l)= E®(r;l )+ ZS d*Es(rC!); (2.25)

ou E®(r;! ) est le champ excitateur etS est la surface du milieu di usant. L'équation de Lippman-
Schwinger est alors donnée par

-

E(r;') = E®(r;l )+ kgLS[ (re1) 1]%0(r;r“,! YE(r8!)d3r0 (2.26)

Cette équation constitue lI'une des équations de base de latrie de la di usion multiple. Il s'agit

d'une équation fermée, qui peut étre développée de maniérérative. On obtient alors
z

E(r’l ): EeXC(r;! )+ k(2) 5[ (r,' ) 1]%0([',['0;' )EeXC(rO;! )d3ro
Z

+ 82[ (r®) 1]éo(r;ra,! Y (roo) 1]%50(r0,r°?! YE (%1 )d3r a3r® (2.27)
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Ce décomposition correspond a un développement en ordre deiglon multiple. Le premier terme
est la contribution de la source au champ en et le deuxieme la contribution des ondes n'ayant été
di usée qu'une seule fois. Il est possible de développer éndiment le dernier terme pour trouver la
contribution des ondes ayant été di usées de deux a une intd de fois [20] 21].

2.2.4 Diuseurs ponctuels
Polarisabilité

Dans l'ensemble des travaux présentés dans ce manuscritndieu di usant est modélisé par un
ensemble de diuseurs répartis de maniere désordonnée ddrespace. Ce choix est légitime d'un
point de vue expérimental car les milieux désordonnés naalf comme les nuages, la peinture ou
les tissus biologiques, sont souvent bien représentés pas garticules homogenes baignant dans un
milieu hote lui aussi homogeéene. Dans ce travail, ces di useusont considérés comme ponctuels,
c'est-a-dire que leur taille caractéristique est tres pe& devant la longueur d'onde. Cette approxima-
tion peut paraitre grossiére, néanmoins elle permet de raedes calculs numériques ou analytiques
beaucoup plus simples et plus rapides. Ainsi, il est possbd'obtenir facilement des estimations
des grandeurs d'intérét, ce qui est particulierement intéssant pour accompagner et aiguiller des
réalisations expérimentales. Toutefois ce modéle pour ldisuseurs peut s'avérer exact, notamment
pour la di usion par des nuages atomiques. L'objectif de ctt partie est de déterminer comment un
di useur sphérique de volumeV de constante diélectrique (! ) se polarise par l'application d'une
onde électromagnétique monochromatique vectorielle emmnsion trois.

La premiere étape consiste a appliquer 'Eq.{Z.26) pour= rg, rs désignant la position du di useur.
Comme le diuseur est de taille trées petite par rapport a la lagueur d'onde, le champ électrique
dans le di useur peut étre considéré comme homogeéne et I'HZ.Z8) se réécrit :

z

$ 2 | $ 0 3,0 ) = exc 1)
I kgl () 1] y Go(rgrit)d’r” E(rg;! ) = E®(rg! ): (2.28)
Pour V tendant vers 0, l'intégrale surV de la fonction de Green est donnée par [22, 23]
z $ :
$ I ko, $
Go(rsr®)d3 %= —+ 2V 1: 2.29
v 0( Syl ) 3k% 6 ( )
Ainsi le champ sur la particule est reli@ au champ excitateypar
Eexc(r ;!
E(rat) = — o) (2.30)
1+ 811 %

Le moment dipolairep de la particule est donné par

p= ol (') 1INE(rs!); (2.31)

et en injectant I'Eq. (Z:30), le moment dipolaire du di useu s'exprime en fonction du champ exci-
tateur :

p= o (1ET(rs!); (2.32)
ou (!) est par dé nition la polarisabilité du di useur. Elle est donnée parl([24]
_ o(! )
(1)= %3 (2.33)

1 3 oft) |
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ou o(!) est la polarisabilité statique donnée par

) 1

|

(2.34)

La dépendance fréquentielle de (! ) est déterminée avec le modéle de I'électron élastiquemeidt
pour (!):

|1 2

=1 3 !'%pﬂ!; (2.35)

I, est la frequence plasmd, r la fréquence de résonance etrend compte des pertes par absorption
dans le matériau diélectrique. En injectant I'Eq. [2.35) das I'Eq. (Z.33), il vient

\YA

)= _P ; 2.36

)= 72 12=3+0(! + K3V 126 ) (2.36)
Enposant!§ =12+ 133, g=VIIg=6c3et g = ! §=!? la polarisabilit¢ se réécrit alors
sous la forme

6 RrC 1
1) = .
) 12 17 12+0( nt ) =12 (2.37)

Dans cette expression, g décrit les pertes par rayonnement et yg décrit les pertes par absorption.

Remarqgue : la polarisabilité en dimension trois pour des oed scalaires est donnée par

o(!)

(2.38)

ou o(!)= V[() 1] etV estle volume du diuseur. En utilisant le modele de I'électn
élastiqguement lié, la forme générale de la polarisabilitéteretrouvée

4¢3 R 1
1) = :
O 77 iy w1 (239
En dimension deux pour des ondes polarisées TE, la polarig&® est donnée par
!
(1) = # (2.40)
1 22 o)

ou o(')= S[(!) 1] etS estla surface d'un diuseur. En utilisant le modeéle de I'életron
élastiquement lié, la forme générale de la polarisabilit&steretrouvée

(1) 4|Rc2 1

lo 12 15+i( r+ Nr) 2=lof

(2.41)

Ces expressions s'obtiennent de la méme maniere qu'en disiens trois pour des ondes vectof
rielles.
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Section e cace d'extinction

La section e cace d'extinction d'un di useur ponctuel correspond a la puissance moyenne totale
cédée par le champ excitateur au di useur. Cette puissané&,; se calcule comme

Pext = %Re[ i'p E®(rg;!) I (2.42)
p désigne le moment dipolaire d'un diuseurp = o (! )E®(rs;! ) et rg sa position. Ainsi
Pec = koIl (1 )] oGE(rs} )i (2.49

La section e cace d'extinction o est dé nie comme le rapport entre le ux de puissance incidés
et Pey. ENn dimension deux et en polarisation TE, ¢ est donnée par

ext = Ko=[ (M)]: (2.44)
En utilisant I'expression de I'Eq. [Z.37) pour (! ) I'expression de . devient :

_ 6c?? r( R+ NR)
T 12+ R+ wR)PE (2.45)
Remarque : en dimension trois pour des ondes scalairegq est donnée par
_ 4kgc® r( R+ nR)
T 12+ R+ NR)P G (2.46)
En dimension deux pour des ondes polarisées TEy; est donnée par
_ kic* R( R+ nR) .
TTAE T 192+ ( r+ nR)T A (2.47)

Section e cace de di usion

La section e cace de di usion d'un di useur ponctuel correpond a la puissance moyenne émise en
champ lointain par rayonnementPg, par le di useur dans le vide. En dimension trois et pour des
ondes vectorielles, la puissance rayonnée par un dip6Oleilkesat p placé enrg est donnée par

ol 4
12c

Dans le cas d'un di useur ponctuel on @ = o (! )E®(rs;! ). La puissance rayonnée moyenres.,
est alors

E(r;!) = jpj?: (2.48)

1 K& .
Psca = 5 006—01 (MIFES(rs;1)j? (2.49)

La section e cace de di usion ¢, est dé nie comme le rapport entre le ux de puissance incidés
et Psca- EN dimension trois et pour des ondes vectorielless., €st donnée par

kg . s
sca — 6_1 (! )J . (2-50)
En utilisant I'expression de I'Eq. [Z.37) pour (! ) I'expression de g devient :
6c2 4 2 _
U2 192+ ( rt nr)HO (2.51)
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Remarqgue : en dimension trois pour des ondes scalaireg, est donnée par
o T T (2:52
En dimension deux pour des ondes polarisées TEg, est donnée par
o T T T @59

Conservation de I'énergie et section e cace d'absorption

Dans le cas ou le di useur est non absorbant ((r = 0) les sections e caces ¢ et <5 SoNnt égales,
ce qui signi e que toute la puissance prélevée au champ inei est di usée. Cette égalité entre ¢
et s correspond a la conservation de I'énergie :

(2.54)

= Ko 2l
olml (1)]= 2% (1)

Dans le cas ou le di useur est absorbant il est possible de dadr, de la méme maniére que les autres
sections e caces, une section e cace d'absorption 5,5 donnée par la di érence entre ¢ €t sca:
|

kg . -
abs = Ko Im[ (1)] 6—01 (1)i? (2.55)
En utilisant I'expression de I'Eq. (2.37) pour (! ) lI'expression de .55 devient :
_ 6c?? g nR _
707 174 (at wn)d S (259

Il est important de remarquer que toutes les sections e casesont modi ées en introduisant de
I'absorption via leur dépendance en \g.

Remarqgue : en dimension trois pour des ondes scalaireg,s est donnée par
_ 4k 306 R NR ]
U 1t w)AE (2:57)
En dimension deux pour des ondes polarisées TEys est donnée par
— kSC“ R NR .
T 1Pt w)MY (2:58)

2.2.5 Développement en essaim et speckle

Cette partie propose une description de la di usion multipt a travers un développement en essaim
pour un milieu formé de particules di usantes (désordre diset). Le désordre est constitué deé\
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di useurs ponctuels de polarisabilité (! ). Lorsqu'un de ces di useurs, placé en® est soumis a un
champ excitateur E®(r%! ) il rayonne un champ

E(r)= o Z%O(r;roﬁ! ) o E®(re1): (2.59)

Lorsque qu'un dipdle source, placé enrg, rayonne, le champ total est la somme de celui produit par
la source avec celui produit par les di useurs. En considéraque I'onde partant der n'est di usée
gu'au plus une seule fois avant d'atteindre (approximation de la di usion simple), le champE(r)
est donné par

$ X $ $
E(r)= o 2Go(rir)! )p+ k3 (1) Go(riri;!t) of 2Go(rj;ro! )p: (2.60)
j=1
Comme les positions des di érents di useurs sont aléatoise les interférences en entre les ondes
di usées et la source peuvent étre constructives ou destitives. La gure d'interférences résultante,
par exemple dans un plan en sortie du systéme, présente dome wstructure complexe et di cile a
déterminer a priori. Cette gure est appelée gure de speckle (ou tavelure en fngais).

Le méme calcul peut-étre e ectué en incluant les ondes di égs par au plus deux di useurs (ap-
proximation de la di usion double). Le champ est alors

$ ) X s ,3$ )
E(r) = Go(riro! ) o! “p+  Go(r;rist) (1)kgGo(rjiro!) o “p
j=1
X - $ $ )
+ (" )kg Go(r;rj;t ) Go(ry;rit ) Go(risrost ) of “p: (2.61)
Tei
Il est alors encore plus di cile de prédire la gure d'interférences résultante. Il est bien sr possible
d'imaginer des processus de di usion avec plus de deux diesrs et méme une in nité. Le champ
total est une somme de tous les processus de di usion poss#hlles termes de cette somme sont
des chemins de di usion. Cette décomposition du champ coitsie le développement en essaim |25
27]. La Fig.[Z1 représente quelques exemples de cheminssiidss pour une onde dans un milieu
désordonné.

Cette décomposition donne toujours lieu a une gure d'intdérences, d'autant plus complexe que
non seulement les positions des di useurs sont aléatoiresai® en plus les ondes y contribuant sont
nombreuses et ont suivis des chemins et processus de di mstees di érents. La Fig. 2.2 présente

un exemple de gure de speckle enregistrée en transmissiam sin échantillon de billes de silice

désordonnées.

Historiquement la premiére gure de speckle produite aveaquaser a été observée en 1963 par R. V.
Langmuir [28]. Aussi compliquée gu'elle puisse paraitrette gure de speckle n'est pas aléatoire. En
chaque point de I'espace, la phase, I'amplitude, la polaaiton sont parfaitement déterminées car la
propagation des ondes dans le milieu est déterministe. llteséme possible, en manipulant le front
de l'onde incidente, de produire une gure de speckle arbéire [3].

2.3 Grandeurs moyennées

L'étude particuliere d'une réalisation du désordre n'est g pertinente pour déterminer certaines
observables pratiques. L'étude des grandeurs moyennées ithoyenne portant sur I'ensemble des
con gurations du désordre), comme le champ moyen ou l'intsité moyenne, est beaucoup plus ap-
propriée. En e et, dans de nombreux cas seules des mesuregjdantités moyennes sont possibles.
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Figure 2.1 Les di useurs sont représentés par des disques noirs etdiaree par un disque rouge. Les éches
rouges représentent deux chemins possibles et deux termekdeloppement en essaim

Figure 2.2 Exemple de gure de speckle transmis par un échantillon d& ™, composé de billes de silice de
400 nm de diamétre, éclairé par un laser He-Ne (mesure gmlm@r E. Perros).

Dans la vie courante cela est également justi &, car I'+il ngpeut pas percevoir les variations ins-
tantanées de la lumiere, seul les grandeurs moyennées luitsaccessibles. Cette partie a pour but
d'introduire les outils permettant cette étude. Aussi, pourendre les calculs plus simples et faciliter
la compréhension, ces outils sont introduits pour des ondssalaires en dimension trois.
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2.3.1 Développement en essaim et moyenne

L'approche diagrammatique va permettre de rendre compte deaniere tres simple de la di usion
multiple sur les grandeurs moyennes. Réécrivons le dévglement en essaim de I'Eq[{Z.60), corres-
pondant a la di usion simple, pour des ondes scalaires en damsion trois. Dans cette géométrie la
polarisation p du dipéle source est une grandeur scalaire, a n de simpli des écriture p est prise
telle que o! ?p=1. En moyenne le champ est donné par

Z
FE(r;!)i = Go(riro)! )+ X k2 Go(r;rj;! )Go(rj;ro;! )P(rj)dr; (2.62)
j=1

ou P(r;) est la distribution de probabilité de trouver le diuseurj enr;. En généralP(rj) = 1=V,
V étant le volume du systeme, est Iégitime pour des milieux ststiguement homogenes. Dans cette
derniere équation la somme porte suM fois la méme intégrale, elle peut donc étre réécrite, en nata
= N=V la densité, comme
z
hE(r;! )i = Go(riro;! )+ k 3 Go(r;r®! )Go(r8ro;! )d3r® (2.63)

Comme la source est un dipdle ponctuehE(r)i est la fonction de Green moyenne du systeme. En
di usion double le champ moyen se calcule de la méme maniére réécrivant I'Eq. (Z.61) pour des
ondes scalaires en dimension trois,
z
hE()i =Go(r;ro)+ k & Go(r;r% )Go(rlro;! )d3r®
x Z
+ 2k3Go(r;ri)Go(rj;r)Go(ri;ro)P (rjsr)d3r; dr; (2.64)

jj:61I
P(rj;ri) est la distribution de probabilité de trouver un diuseur en r; et un autre enr,. Cette
distribution s'exprime a l'aide de la fonction de corrélathn de paire. Lorsque des particules sont
en interaction, elles ne se positionnent pas de maniére ipéddante, c'est-a-dire que la probabilité
P(r;r9 n'est pasP(r)P(r9. La fonction de corrélation de paireh(r;r% mesure cet écart a l'indépen-
dance deP (r;r9 et est dé nie de la maniére suivante :

P(rsr9 = P()P(r9[L+ h(r;r9; (2.65)

h(r;r9 résultant d'un potentiel modélisant les interactions ente les particules. Pour un systéme
invariant par translation et isotrope on ah(r;r9 = h(jr rY). Le potentiel le plus simple pour
modéliser des particules en interaction est le potentiel dphéres dures. Deux particules interagissant
selon ce potentiel ne peuvent pas s'approcher a moins d'unertaine distancea. Le potentiel de
spheres durey(r) est dé ni comme

1 sir<a;
0 sinon

(
v(r) = (2.66)

Chaqgue particule occupe alors un volume, = 4 = 3(a=2)3, qu'aucune autre particule ne peut péné-
trer. 1l est possible de dé nir la fraction volumiquef comme le rapport entre le volume occupé par
les particules sur le volume totalf = v ,. Un exemple de fonction de corrélation de paire correspon-
dante est donnée sur la Fig._2l3(r) vaut 1 pour O<r < a , oscille autour de zéro pour proche
de a par valeurs supérieures, caractéristique d'un ordre locdhns le systeme [29] et tend vers zéro
pourr  ales particules se positionnant alors de maniére indépendanCependant pourf 1il
est possible de retenir en premiére approximatiom(r) =0 pour r > a.
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Figure 2.3 Fonction de corrélation de paire pour des particules irggissant selon un potentiel de spheres
dures pour une fraction volumiquie = 0:35 en dimension trois. Il est impossible de trouver deux
particules & une distance < a l'une de l'autre. Pour des distances> a proches dea, h(r)
oscille autour de zéro, caractéristique d'un ordre locahslde systéeme [29] et pour les grandes

distancesr  a, h(r) tend vers zéro, a grandes distances les particules se posdnt de maniére
indépendante.

Un autre exemple est présenté sur la Fig.2.4. Il s'agit de lariction de corrélation de paire donnée
pour des particules interagissant selon le potentiel de Leard-Jones :

" #
12 6

v(r)= A . - (2.67)

—_

r est la distance entre les particules, est la distance caractéristique du potentiel e une constante
avec la dimension d'une énergie. Dans le potentiel de Lendalones le terme err 2 résulte des
interactions répulsives provenant du principe de Pauli eelterme enr ° des interactions attractives

de van der Waals. Pour proche de les forces associées a chacun des deux termes se compensent.
Ce potentiel est souvent utilisé, il est plus réaliste que lgotentiel de sphéres dures.

Figure 2.4 Fonction de corrélation de paire pour des particules irggissant selon le potentiel de Lennard-
Jones. Les ronds noirs désignent les résultats numériquka digne continue correspond a une

approximation analytique [30]. est la longueur caractéristiqgue associée au potentiel denbed-
Jones.
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A l'aide de la fonction de corrélation de paire, le champ mogedevient alors

z
hRE()i =Go(r;ro)+ k & Go(r;r% )Go(r8ro;! )d3r®
z

+ 2 2k3 Go(r;r1)Go(ri;ra)Go(ra;ro)[1 + h(ry;ro)]d3r1d3ry: (2.68)

Il est bien évidemment possible d'écrire le cas de la di usiatriple, etc... Néanmoins I'écriture avec
des intégrales n'est pas évidente a manipuler, d'ou l'intét de I'approche diagrammatique [31].

2.3.2 Description diagrammatique

Le formalisme présenté ici est adapté des diagrammes de Fenam [31]. Les diagrammes pour la
di usion simple se représentent de la maniére suivante :

Gi = — + —O—, (2.69)

une ligne simple représentant5, et un disque représentant un di useur. La représentation déa
di usion double est

Gi = — + —0— + —0—0— + —O0—0—, (2.70)

ou l'arc de cercle pointillé indique que les deux di useursost corrélés par la fonction de corrélation
de paire h. En considérant la di usion triple, I'onde peut aller a un diuseur puis a un autre et
revenir au di useur précédent. Cet e et s'appelle la di usbn récurrente, un exemple est schématisé
par le diagramme suivant :

oY

Les deux diuseurs reliés par la ligne brisée sont identigae Il est possible d'imaginer d'autres
diagrammes avec seulement deux diuseurs car l'onde peutextuer une in nité d'allers-retours
entre ces deux di useurs.

Certains diagrammes sont dits factorisables, c'est-a-diqu'ils s'écrivent comme le produit d'au-moins
deux autres diagrammes, par exemple le diagramme suivant &sctorisable :

Cette distinction est importante pour la suite, surtout pou écrire les équations de Dyson et de
Bethe-Salpeter.
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2.3.3 Champ moyen et équation de Dyson

L'équation de Dyson est une équation portant sur la fonctiode Green moyenne du systéme [25,/ 26].
La fonction de Green moyenne donne le champ moyen dans le euilipour un dipdle source. Dans le
cas ou on n'e ectue pas d'approximation sur I'ordre de la diusion, le champ moyen correspond a la
somme de tous les processus de di usion possibles ou cheming en a évidemment un tres grand
nombre rendant le probleme trés complexe. L'écriture diagmmatique va permettre de rendre compte
de cette complexité sous une forme trés condensée en intrisdut la self-energy . La self-energy

est la somme de tous les diagrammes non factorisables :

—_——

e ~

AN
\
= O+ O—0O+ O0—=0 O+(2 O E)+ o (2.71)

En notant sous la forme @ et hGi sous la forme=—, I'équation de Dyson qui donne la fonction de
Green moyenne s'écrit

— = — + —0—| (2.72)

Cette équation est fermée, il est possible de la développer i@jectant dans le membre de droite
I'expression de la fonction de Green moyenne exprimée avacsélf-energy :

—_—- — + —&— + — 00— (2.73)

En poursuivant ce développement tous les processus de prggi@on du champ sont retrouvés. C'est
pourquoi les diagrammes dans laelf-energydoivent absolument étre non factorisables, sinon des
diagrammes factorisables apparaitraient deux fois en déeppant la fonction de Green moyenne. La
forme littérale de I'équation de Dyson en dimension trois el suivante :
z
hG(r;rS)i = Go(rir% )+ Go(rire;!) ( rora) hG(rair%! )i drydry: (2.74)

Le calcul de la fonction de Green moyenne permet d'introdwrla notion de milieu e ectif. La trans-
formée de Fourier de I'EqQ.[(Z.74) permet de détermindiGi (cas scalaire) :

1 .
2 ki (k)

hGi (k) = v (2.75)
pour un milieu dilué (ko s 1, g étant le libre parcours moyen de Boltzmann introduit dans la

partie Z38), (k) k3 et hGi (k) devient trés piquée autour dek,. L'approximation on-shell est
alors légitime : (k)  ( ko). Dans ce cadGi devient

hGi (k) = ﬁ; (2.76)

ou k? = k3 + ( ko). Cette expression de la fonction de Green moyenne s'ideatiavec celle d'un
milieu homogene d'indice e ectifne donné par

\

u
Ne = P 1+ (kEO)
0

(2.77)
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L'indice e ectif est un nombre complexe. La partie imaginae va déterminer la longueur caracté-
ristique d'amortissement du champ moyen dans le milieu, apfge longueur d'extinction ;. Physi-
guement cette longueur indique sur quelle distance caradsigue un faisceau céde son énergie au
milieu.

Le calcul exact de est trés di cile, elle est souvent approxmée en milieu dilué par son premier ou
ses deux premiers termes. A l'ordre le plus bas eky(g) ?, 'approximation de Foldy-Twersky [32]
donne

® O (2.78)

La longueur d'extinction est alors’ ¢,y = 1= . Cette approximation est aussi appelée Approxi-
mation de la Di usion Indépendante (ndependant Scattering Approximationen anglais). Une autre
approximation possible est celle de Keller ou de Bouret, eldonne

® 0+3—0: (2.79)

2.3.4 Intensité moyenne et équation de Bethe-Salpeter

L'équation de Bethe-Salpeter est une équation portant sualcorrélation spatiale du champ a une
frequence donnée [31, 33,/34]. Elle s'établit de maniere saine a I'équation de Dyson. Comme pour
I'équation de Dyson le champ se décompose en une somme sus lea chemins possibles pour I'onde,
sauf que la moyenne porte sur le module de cette somme. La sanainsi obtenue est particulié-
rement di cile a appréhender, I'équation de Bethe-Salpeteen propose une forme condensée. De la
méme maniere que pour I'équation de Dyson, un opérateur cespondant a la somme de tous les dia-
grammes non factorisables est introduit. Il s'agit du verte intensité , son symbole diagrammatique
est

= : (2.80)

Les premiers termes du développement de sont

O 77N 77N ?D
= i+ L+ + + + + + +:::(2.81)
O 7 AN 7/

Remarqgue : les termes du vertex intensité se calculent soasfbrme d'intégrales, par exemple :

7 N Z
=2 (K (ro 1) (r° r)Go(r® %) (K5 (r® ry) (r2 1y)
(15 (51 1) (s2 ri)h(ri;ry)d®rid®ryd®r%®r® (2.82)

our; etr; designe les positions des deux di useurs.
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L'équation de Bethe-Salpeter s'écrit alors sous la forme

GGi=  + GG i : (2.83)

De méme que pour I'équation de Dyson, en développant I'éqiat de Bethe-Salpeter toutes les
contributions a l'intensité moyenne sont retrouvées : di gion simple, double, etc... Il est a remarquer
gue dans I'Eq. [Z.8B), c'est le produit des fonctions de Gneenoyennes qui apparait et non le produit
des fonctions de Green du vide, car sinon en éclatant cetteué@tjon tous les processus de di usion
contribuant a l'intensité moyenne ne seraient pas retrougé

Cette équation peut aussi s'écrire pour le champ électriquen dimension trois pour des ondes sca-
laires :

FE(NE (191 = FE()ihE (19

+  hG(r;ry;! )ihG (r8s;;1)i (rira:sesy) hE(r2)E ()i drid3r,d3sd3sy:
(2.84)

Comme pour laself-energy le vertex intensité est tres di cile a calculer de maniére xacte. Dans le
cadre de la di usion indépendante, il peut étre approximé, #ordre le plus bas enky'g) !, par

i: (2.85)

Dans ce cas I'équation de Bethe-Salpeter est grandement gingée :

GG i o + + + m o (2.86)

Cette approximation est aussi appelée approximation de tBelle (ouladder en anglais), et revient
a considérer que les chemins de di usion sont indépendangsluns des autres, les chamis et E
suivant le méme chemin sont les seuls a contribuer a la valemoyenne.

2.3.5 Equation de transfert radiatif en régime stationnair e

L'équation de Bethe-Salpeter est trop complexe pour étre gélue de maniere exacte. L'équation
de transfert radiatif (ETR) en constitue une premiére appmimation [35]. Elle a initialement été
introduite en astrophysique pour décrire la propagation deayonnement dans les milieux interstel-
laires [35], puis en neutronique pour décrire la propagatiodes neutrons dans les réacteurs nu-
cléaires|[36]. L'ETR est valide dans I'approximation des rieux dilués (ko s 1, g étant déni a

la n de cette section) et porte sur la luminance, un ux radidif local et directionnel. Dans cette
section, la luminance et I'ETR sont présentées de maniererfitelle, en trois dimensions pour des
ondes scalaires a partir de I'équation de Bethe-Salpeteralsection suivante propose une approche
plus intuitive fondée sur un bilan d'énergie.

Une dé nition intuitive et une interprétation physique de la luminance sont proposées dans la sec-
tion Z3.8. De maniere formelle, la luminancé(r;u;! ), r désignant la position etu la direction du
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ux, est dé nie a partir de la transformée de Wigner du champ kctrique, sa transformée de Fourier
est donnée par

FE(k+g=21)E (k q=2!)i = (K* k)L(qu;!); (2.87)

ouk, = ! Relk? ], ke étant dé ni a I'Eq. (Z76) et u = k=k. Cette dé nition est donnée a un facteur
multiplicatif prés pour avoir la bonne dimension. Dans ce#t dé nition k rend compte des variations
rapides de l'intensité (direction) etq des variations lentes (rapide). En dimension trois pour des
ondes scalaires, la luminance est alors

z
1 .

L(r;u;!)= 53 L(q;u;! )€ "d3q: (2.88)
L'ETR est alors retrouvée en injectant I'Eq. [2.8Y7) dans I'quation de Bethe-Salpeter et avec les
conditions kg g letqg k:

z
ur L(ru!)=  ocl(riul)+ 45°a p(u;udL(r;u’)d © (2.89)

oU ox = IMm[( ko)] =k, p(u;ud est la fonction de phase et ¢, le coe cient de di usion. Ces deux
grandeurs s'expriment a partir du vertex intensité de I'équation de Bethe-Salpeter, corrigé grace a

I'nypothése d'invariance statistique du systéme par trahation. Ce qui permet de dé nir par

(kk%aa)= (k k° g+ a9 (kik%a;09: (2.90)
sca €St donné en trois dimensions par
1 Z
%= Tg7 ( keulk uk ulk,u)d ; (2.91)

et p(u;u9 est dé nie comme

( keu®k,u;k,uCk,u)
4 Sca .

p(uSu) = (2.92)

La fonction de phase est en particulier utilisée dans le chisye Bl pour étudier la propagation d'ondes
en milieu désordonnés corrélése, permet de dé nir la longueur d'extinction gy = 1= o €1 sca
libre parcours moyen de diusion s, = 1= s, Pour des dipdles, dans I'approximation de Foldy-
Twersky e Se calcule comme

et = Ko=[ (1)]=  ex: (2.93)

La longueur d'extinction est alors

1

ext

(2.94)

ext —

Dans l'approximation de I'échelle, s, se calcule facilement (en dimension trois pour des ondes
scalaires) :

k3 (1)j?
sca = 0147()]: scas (2.95)

Ce qui permet de dé nir le libre parcours moyen de Boltzmanng = 1= .
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ETR en dimension deux

Il est intéressant de préciser le cas de la dimension deuxr cette dimension est utilisée dans
le chapitre[3 pour étudier la propagation des ondes dans leslisux désordonnés corrélés. Pour
des ondes scalaires en dimension deux I'ETR s'écrit

z
U Lnul) = edk(ust)+ 5% p(uudL(nutyd © (2.96)
Dans cette dimension les coe cients d'extinction ¢4 et de di usion ¢, sont donnés par
z
Im[( k 1
ot = M1 sa= ——  (keulkeuskulkou)d (2.97)
k, 8k,

La fonction de phase est alors donnée par

( keulk,u;k uCk,u)

utu) = 2.98
p(uSu) T (2.98)
En particulier dans I'approximation de I'échelle s, est donné par
k3j (1)j?
sca = Ojf()J = sca (2.99)

Identité de Ward

Pour les milieux non absorbants, les coe cients d'extincthn ¢y et de di usion s, sont égaux, ce

qui permet d'établir un lien entre les opérateur et , s'écrivant en dimension trois pour des ondes
scalaires

Im[( ko) _ 1
K, 16 2

z
( keuskeuk u;ku9d @ (2.100)

Cette derniere équation est l'identité de Ward [37] et tradii la conservation de I'énergie dans les
systeme non absorbants.

Cette identité peut étre vue comme une généralisation du tbéeme optique en di usion multiple et
en présence de corrélations. Elle permet de calculer de n&aricohérente les coe cients d'extinction
et de di usion en prenant en compte des diagrammes avec plesis événements de di usion [38].

Aussi cette identité permet de calculer un coe cient d'absmption en présence de corrélations du
désordre ou de di usion récurrente, incluant deux di useus di érents. Le chapitre[8 utilise ce résultat
pour étudier comment I'absorption d'un milieu désordonné @&end des corrélations du désordre.

2.3.6 Interprétation physique des termes de I'ETR en régime station-
naire

L'ETR peut étre interprétée comme un bilan d'énergie. En e & la luminance L(r;u;! ) donne la
puissanceP (r;u;! ) traversant une surface élémentaire$l, orientée parn, centrée enr dans un angle
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d

dS

Figure 2.5 Grandeurs permettant de dé nir la luminance.

solide élémentaire d , centré sur la directionu :
P(r;u;')= L(r;u;! )u:ndSd (2.101)

La Fig.[Z.3 reprend les di érentes grandeurs entrant danstte dé nition. En radiométrie la luminance
correspond au ux d'énergie transporté par un rayon lumineu Dans la suite, la dépendance eh
est omise, I'étude se restreint au cas monochromatique. Largité d'énergie directionnellei(r;u) est
liée a la luminance par

L(r;u)
c

u(r;u) = ; (2.102)
u(r;u) donne le nombre de photons en allant dans la directionsu. La densité d'énergie err est
donc

z

u(r) = L(r;u)

c

d (2.103)

On peut aussi dé nir le vecteur ux radiatif q(r;t)
z
q(r)= L(r;u)ud ; (2.104)

g(r) s'identi ant au vecteur de Poynting moyen dé ni en électranagnétisme.

Coe cient d'extinction

Lorsqu'un faisceau incident monochromatique se propagergaune direction donnéel dans un milieu
di usant avec une puissanceP (r;u) enr, il est atténué par di usion et absorption. En passant de a

r +dsu (ds désignant un déplacement selon I'abscisse curviligne) laigsance perdue par le faisceau
est donnée par

dP; = extP (ru)ds: (2.105)
Le coe cient ¢ prend en compte la di usion et I'absorption, on a alors

+  abs; (2.106)

ext — sca
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sca d€crivant les pertes par di usion du faisceau incident et 45 les pertes par absorption. Le milieu
est dit absorbant si 5,5 >  sca I'€SSentiel des pertes se produit alors par absorption.est le cas
par exemple de I'encre de Chine qui absorbe plus de lumiersilile qu'elle n'en di use et apparait
donc noire. A l'inverse un milieu est dit diusant si s> aps, I'€ssentiel des pertes se fait alors par
di usion et le milieu apparait blanc, c'est le cas par exempl d'un nuage. Le pouvoir di usant d'un
milieu est caractérisé par l'albédo, dé ni par

a= —=2 . (2.107)

scat abs

Sia=0 le milieu est purement absorbant et sa =1 le milieu est purement di usant.

Fonction de phase

Lorsqu'un événement de diusion se produit, une partie de Iguissance incidente se propageant
selonu est déviée dans une autre direction®, contribuant ainsi & augmenter le ux dans la direction
u® La quanti cation de cet e et de la diusion est e ectuée avec la fonction de phasep(u®u).
L'accroissement du ux de puissance @, dans la directionu®entre les pointsr et r +dsu est donné

par (en dimension trois pour des ondes scalaires)
z

dP, = :Ca p(UCW)P(r;u)dd s; (2.108)
2

OU ¢ est le coe cient de di usion. Dans le cadre de I'approximaton de I'échelle, la fonction de

phase est liée a la section e cace di érentielle de di usiord'une particule ¢, par

4 d
p(utu) = —%‘: (2.109)
sca
Avec cette dé nition la fonction de phase est normalisée :
z
p(uu)d =4 : (2.110)

Dans le cas d'un milieu statistiguement homogéne et isotrepla fonction de phase ne dépend que
de l'angle relatif entre u et u® et alors : p(u%u) = p(u® u) = p[cos()]. De plus, si la fonction
de phase est constante la di usion est isotrope, c'est-ardique lors d'un événement de di usion la
puissance est uniformément répartie dans toutes les dirgmts, dans le cas contraire la di usion est

dite anisotrope. Le degré d'anisotropie se mesure a l'aide thcteur d'anisotropieg dé ni par
z

g= 4i u® up(u® u)d : (2.111)

g dépend de la taille des particules. Pour des particules deilta petite devant la longueur d'onde, la
di usion est quasi-isotropeg 0, et inversement lorsque la taille des particules est gramdievant la
longueur d'ondeg 1. Ces deux cas sont représentés sur la Eigl2.6. Le coe cieti¢ transport

dénicomme =1= (° étantle libre parcours moyen de transport), peut aussi étrealculé
=1 9 s (2.112)
Etablissement de I'équation de transfert radiatif (ETR) pa r un bilan d'énergie en régime

stationnaire

Le bilan d'énergie s'e ectue sur le systeme présenté sur lagFZ4, en passant de& ar +dsu, la
variation de puissance se propageant selons'écrit

P(r+dsu;u) P(r;u)=dP;+dP5: (2.113)
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(@) (b) /

Figure 2.6 Schéma du diagramme de rayonnement d'une particule, legipales sont éclairées par la gauche.
(a) Casg tendant vers zéro (di usion isotrope). (b) Cagtendant vers un (di usion essentiellement
vers l'avant).

Figure 2.7 Schéma du volume élémentaire considéré pour I'établissetde I'ETR, la puissance rentre en
selonu et ressort err + dr selonu (avecdr = ucdt)

En remarquant queP(r +dsu;u) = P(r;u) + r (P(r;u) uds, I'équation de transfert radiatif est
nalement obtenue :

-

ur L(r;u)=  exl(r;u)+ 4“"" p(u;udL(r;u9d ©f (2.114)

L'établissement de 'ETR par un bilan d'énergie montre bierqu'elle n'est valable que si les inter-
férences sont négligées, ce qui est légitime pdu s 1. Une explication plus détaillée de cette
condition est proposé en introduction du chapitré]3.

2.4 Conclusion

En conclusion de ce chapitre les di érents concepts et gramgrs utilisés dans ce manuscrit ont été
exposes. Les aspects élémentaires de la propagation eneudi désordonnés, comme la gure de
spceckle, ont été introduits. La fagcon de décrire le désoedn été détaillée : dans tout le manuscrit
les milieux désordonnés sont constitués de particules ptunalles réparties aléatoirement dans I'es-
pace. Les équations générales régissant le champ moyen &fign de Dyson) et l'intensité moyenne

(équation de Bethe-Salpeter) ont été rappelées. Pour legides dilués, I'ETR a été établie avec une
approche phénomeénologique fondée sur un bilan d'énergie.
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3.1 Introduction

3.1.1 Interférences en milieu désordonné

Dans le chapitre[2, la propagation des ondes dans les systérésordonnés a été présentée par une
approche fondée sur une équation de transport. Dans cettepaipche les interférences entre les ondes
sont négligées, cette approximation est valable a conditicque le libre parcours moyen soit grand
devant la longueur d'onde. Cette condition se comprend initivement en considérant la Fig[:311, elle
présente deux chemins de di usion suivis par le champ et son conjuguéE . Ces deux chemins ne
di erent que d'un événement de di usion, la di érence de mache entre les deux est donc de l'ordre
d'un libre parcours moyen ... Dans le cas Ol s, le déphasage entre ces deux chemins varie de
maniere aléatoire entre 0 et 2, en moyenne la contribution du produit de ces deux cheminstetonc
nulle. Ce raisonnement vaut pour tout couple de chemins de asion de E et son conjuguék . En
notant Eq;E»;::: les di érents chemins possibles, l'intensité se réécrit

FEE i = hE;+ Ex+ :2)(E, + E, + )i

Rl + Rl + i+ hEEL 1 + hERE T + 33
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Figure 3.1 Exemple de deux représentations sché?ﬁ%tiques de deux afsede di usion suivis par le champ
et son conjuguée dans un milieu désordonné, les deux chemins ne di érent qua événement
de di usion.

D E
les termes croisésE E,i sont donc de l'ordre de jEgj?€ , avec un nombre qui uctue entre O et

2 . Les termes croisés sont donc nuls en moyenne, l'intensitéale est donc la somme des intensités
de chaque chemin de di usion comme prédit par l'approche Uisant une équation de transport.

Lorsque le libre parcours moyens., se rapproche de la longueur d'onde, les interférences entre
les di érents chemins de di usion deviennent de moins en mmus négligeables en moyenne. Ces e ets
cohérents résistent alors au processus de moyennage Dansakeou ¢, est proche de , les interfé-
rences changent radicalement la fagcon dont se propagent tesdes dans le milieu. Si le systéme est
su samment grand, elles peuvent étre a l'origine du con nerant des ondes dans une région donnée
de l'espace, cet e et conduisant a la localisation d'Andeos.

3.1.2 Historique de la localisation d'Anderson
Modele d'Anderson et observations expérimentales

La localisation d'Anderson (ou localisation forte) a été itialement suggérée par P. W. Anderson
en 1958, dans le cadre du transport électronique, comme unumeau meécanisme de la transition
métal-isolant dans les solides désordonnés [8]. L'étudertad sur la propagation d'électrons dans un
potentiel désordonné et constatait I'absence de di usionqur des uctuations su samment fortes
du potentiel.

La localisation a été con rmée expérimentalement dans le €alu transport électronique [[9] et son
observation pour d'autres types d'ondes est devenue un charde recherche trés actif. Elle a été mise
en évidence pour les ondes acoustiques [11, 39], électramtigues [40], les ondes de matieres [10]
ainsi qu'optiques [12| 41]. Toutefois le cas de ces derng&rau moins en trois dimensions, reste sujet
a controverses, notamment a cause de I'absorption [13], dem-linéarités [12], de la uorescence [42]
et de I'in uence de la polarisation [14].

Théorie de loi d'échelle et théorie auto-cohérente pour la | ocalisation d'Anderson

Au dela du modele original d’Anderson, une des premiéres tirées relative a la localisation et ayant
rencontrée un grand succes a été la théorie de loi d'écheli¢udiant la relation qui existe entre la
conductance adimensionneg et la variable = @og(g)=@vg(L) [43], ouL est la taille du systeme.
Le résultat de cette approche est schématisé sur la FIg.13.2.négatif signi e que la conductance
diminue lorsque la taille du systeme augmente, ce qui est cpatible avec l'image intuitive du régime
localisé, les zones ou les ondes sont localisées étant desnein moins accessibles pour les électrons en
entrée du systéme. positif indique au contraire que le systéeme est en régime dsif. Cette théorie
indiqgue notamment que la localisation a toujours lieu en diemsion un et deux pour des systemes
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Figure 3.2 Tracé de = @n(g)=@n(L) en fonction de Ifig) pour di érentes dimensions d'espace.

de taille susamment grande et qu'en dimension trois se pragt une transition de phase pour une
certaine valeur de la conductance.

Une autre approche est celle de la théorie auto-cohérencette théorie vise a établir une description
utilisant une équation de transport en tenant compte des istrférences, notamment en renormalisant
le coe cient de diusion par lintensité dans le systeme [[44/45]. Dans la suite, nous étudions le
cas des ondes scalaires en dimension deux. Dans cette géneyda théorie donne deux équations
couplées|[46, 47] :

8

3( DO r2+i)uC D= ()
1 1 '

2 =

1+ iu( :D;r =0) (3.1)

ou est la variable de Fourier conjuguée du temps (pulsatio)y D() est le coe cient de di usion,
D3 est le coe cient de di usion de Boltzmann, est la densité d'états etu est la densité d'énergie.
Cette théorie donne le comportement qualitatif des ondes da le milieu. En régime de localisation,
lorsque le coe cient de diusion est nul, la densité d'énerge décroit exponentiellement sur une
distance , appelée longueur de localisation. Pour des ondes scalgiem dimension deux, la théorie
auto-cohérente permet d'en obtenir une estimation [46, 4@Joir détail du calcul en annexe_A) :

=g exp Eko\B ; (3.2)

" est le libre parcours moyen de Boltzmann (libre parcours meg de di usion en di usion indépen-
dante) et ko le module du vecteur d'onde dans le vide. Bien qu'elle corpemnde a une approximation,
au vu de la complexité du systeme, elle constitue un apporigsii catif. Ainsi, si la taille du systeme
est beaucoup plus petite que le systeme est en régime di usif et si la taille du systeme elseaucoup
plus grande devant alors le systéme est en régime de localisation. Aussi, la doeur de locali-
sation dépend exponentiellement du produiky g, elle peut donc devenir rapidement considérable.
L'observation de la localisation d'’Anderson peut donc dewg trés di cile si la taille des systemes
nécessaires devient trés grande.

Il est important de noter que la théorie de loi d'échelle et l&éhéorie auto-cohérente portent sur des

grandeurs moyenneées, ceci tient au fait que historiqguemeaties ont d'abord été développées pour
les électrons. Pour ces derniers, seules sont accessiblpgr@mentalement des grandeurs moyennées
comme la conductance (l'observation directe d'une gure dgpeckle n'est pas possible).
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Approche de matrices aléatoires a la localisation

En géométrie quasi-1D (guide d'onde) il existe également @rautre approche, celle des matrices
aléatoires. Elle permet aussi de déterminer une expressida la longueur de localisation . Dans le
cas d'un guide d'onde désordonné, il y a un nombre ni de modekentrée (modesa”™ et b sur la
Fig. B.3) et de sortie (moded" et a sur la Fig.[33). La propagation des ondes est décrite par une
matrice S reliant ces di érents modes :

Ut = S, (3.3)

ouc" = (aj;ay;unay by by k) et ¢ = (&g sa,;inay by b ;iik) (le nombre total de modes est
4N), c" correspond aux modes qui entrent dans la structure &' correspond aux modes qui en

sortent. La matrice S a ainsi la forme suivante :
. 4

0
s= ¢ (3.4)
Les matricesr et r°sont des matrices de ré exion de taillel N, ré exion a gauche pour la matrice
r et a droite pour la matricer® De la méme maniére, les matriceset t° sont des matrices de trans-
mission. A n de re éter la complexité du systeme les coe ciats de ces matrices sont aléatoires mais
tout de méme contraints dans le cas le plus général par le tméme de réciprocité et la conservation
de I'énergie, ce qui implique que la matric& soit unitaire et symétrique :

Sl=g'etS=S": (3.5)
Avec cette contrainte, les matricestY, t4% 1 rrYet1 r%% partagent les mémes valeurs propres

T =diag(Ty;To;::Ty) [48,149] :

" # p p_ # 4
u o pl T T u° o
T Y

S= o v 1T 0 VO

(3.6)

ou les matricesU;V;P et VP sont quatre matrices unitaires de tailleN N. Les valeurs propresT,
se mettent sous la forme_[50] :

1 .
costf(xn)

n-=

(3.7)

Lorsque la tailleL du systéme tend vers l'in ni, les uctuations desx, tendent vers 0 [48, 50 53],
leur comportement asymptotique est alors
N (n 1)L

N -

ou  est le libre parcours moyen. Donc lorsquie tend vers I'in ni les valeurs propres de transmission
se comportent comme

Xn (3.8)

N (n 1)£!_

T, exp 2 N

(3.9)

Dans ces systemes, la longueur de localisationest la plus grande des extensions spatiales des
modes [[53]. Donc N" d'apres I'Eg. (39). En régime de localisation, lorsqué tous les
modes s'amortissent exponentiellement et un seul mode (@edlont I'extension spatiale est ) domine
exponentiellement tous les autres.
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Figure 3.3 Schéma d'un guide d'onde désordonné de taille Les modes sont a gauche du guide d'onde et
les modes sont & droite. Les modes avec un exposant + se propagent deghuche vers la
droite, ceux avec un exposant - se propagent de la droiters/éa gauche.

15y

Figure 3.4 Schéma d'un guide d'onde en régime de localisation. Le gudlonde est éclairé par la gauche
selon deux angles d'incidence di érents, les gures de $peesont observées en sortie a droite.
En régime de localisation, la gure de speckle est imposéeupaseul mode, seule I'amplitude du
speckle change selon I'e cacité du couplage entre I'éaairent et le mode.

Or contrairement aux électrons, la longueur de cohérencesdendes électromagnétiques est quasiment
in nie et il est possible d'observer le champ pour une réalsion particuliére du désordre/[54 56] et de
mesurer une gure de speckle (dé nie au chapitrig] 2). Cette pcularité du cas quasi-1D est intéres-
sante en optique car si le systeme est en régime de localsatiun mode domine exponentiellement
tous les autres et impose donc l'allure de la gure de speclda transmission|[57]. La gure de speckle
est alors indépendante des conditions d'illumination puigi'un seul mode y contribue signi cative-
ment, comme lillustre la Fig.[3.4. Cette particularité a éé observée dans des expériences utilisant
des micro-ondes [58] et a des implications pour le contréle &font d'onde & travers un guide d'onde
désordonné|[59] ou le contrble des canaux de transmissior][AAinsi, en changeant les conditions
d'illumination, il est, a priori, possible de déterminer aec une seule con guration si le systéeme est
en régime localisé ou non, ce qui constitue une approche orede comparée aux deux précédentes.

L'objectif de ce chapitre est de montrer que cette invariamcdu speckle transmis avec les conditions
d'illumination observée en géométrie quasi-1D en régime kecalisation I'est encore pour un systeme
ouvert en deux dimensions et de proposer cette propriété miariance comme un critére de loca-
lisation. Une caractérisation spectrale de la localisatioest d'abord réalisée sur une con guration
unique du désordre a l'aide de simulations numériques exast en particulier pour discriminer entre
les régimes localisé et di usif. Puis a partir de cette car&grisation une étude de la gure de speckle
transmis est e ectuée an de proposer un nouveau critere poua localisation d’Anderson sur une
con guration unique du désordre pour un systéme ouvert en de dimensions. Ces travaux ont été
publiés dans Physical Review A _[60].
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3.2 Analyse spectrale de la localisation

3.2.1 Systéme et méthode de calcul

Le systeme d'étude est présenté sur la Fig._B.5. Il s'agit ditensemble déN = 17500 tiges, réparties
aléatoirement dans un rectangle de longueir = 1:05 10 “m et de largeurL =4:19 10 °m, petite
devant F pour approcher une tranche et s'a ranchir des e ets de tai# nie. Le rayon des tiges est
supposeé petit devant la longueur d'onde pour gu'elles puissent étre traitées dans I'approximation
dipolaire. La réponse des tiges a une onde polarisée en TE dleamp électrique est parallele aux
tiges) est représentée par une polarisabilité(! ) donnée par

2 RrC

1201 1o+1 n=2)

()= (3.10)
ou! =2 c= estlafréquence, étantla longueur d'onde dans le vide. Il s'agit d'une polasabilité
d'un oscillateur résonant de fréquence de résonaricget de largeur spectrale g, ! o et g dépendent
des propriétés géométriques et diélectriques des tigesstra-dire de leur sectionS et constante
diélectriqgue (! ) (voir chapitre ). Dans la suite,! o =3 10%s let ; = 10'%s 1, de sorte
gue le facteur de qualité soit faible, limitant ainsi les vaations de la section e cace de di usion sur
une large gamme spectrale. En fonction de la polarisabiljtea section e cace d'extinction ¢y est
donnée par

ext = Kolm[ (3.11)

et la section e cace de di usion 4, est donnée par

kS
sca = ZOJ I (3.12)

ko étant le module du vecteur d'onde dans le vide. Cette polaabilité véri e le théoréme optique,
c'est-a-dire ¢ = sca POUr un milieu non absorbant.

Le systéme est éclairé par un faisceau gaussien en polarsaflE dont I'expression est donnée par
" 4

rs
' ; (3.13)

w2(1 + ia)

E .
Eo(r;!) = plToiaexp iKor g

ou a = 2r, =(kw?), r, est la composante de selon la direction de propagation et, la composante
transverse. La largeur du faisceau gaussien est= 2:1 10 °m, petite comparée aF an de
s'a ranchir des e ets de taille nie. Le faisceau est focaé en un point de l'interface et la direction
d'incidence est donnée par l'angle.

La résolution des équations de Maxwell dans le systéme s'etee par la méthode des dipbles cou-
plés [27]. Cette méthode consiste a déterminer le champ eatéur sur chacun des dip6les. Par prin-
cipe de superposition, le champ excitateur total sur un dipé est la somme du champ de la source
et des champs produits par les autres dipdles. Chaque dipplest soumis un champ excitateug;>,
son amplitude est donc

= oE [ (3.14)

Le champE;(r rj;!) produit par le dipole j enr est donné par

| 2
Bi(r )= G BG(r it (3.19)
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Figure 3.5 Allure du milieu désordonné. Le faisceau incident gaussést focalisé en un point de l'interface
avec un angle . ro est un point a l'intérieur du systéme ou la LDOSrp;! ) est calculéerg est
un point de I'écran ou l'intensité transmisig(rs;! ) est calculée. Le tracé rouge en ligne pleine sur
I'axe x correspond a un exemple de gure de speckle calculée.

Gy est la fonction de Green 2D scalaire dans le vide, elle estudmn de (voir chapitre [2) :

Go(r ro) gGo(r ré1y= (r r9; (3.16)

avec une condition d'onde sortante a I'in ni. Son expressipest donnée par :
Golr 181) = TH (keir  9) (3.17)
ou HE,l) est la fonction de Hankel d'ordre zéro et de premier type. Lenamp excitateur sur le dipble

j est nalement donné par

X

EPC= Eo(rj;! )+ (1)K3 Go(rj 1l )EP® (3.18)
=1
16 j

L'Eq. (B.18) de nit un ensemble deN equations aN inconnues (les champ£®©), la résolution
s'opére par une procédure d'inversion de matrice. Dés quecleamp excitateur est connu sur chaque
di useur, le champ peut étre calculé en n'importe quelle pason r de lI'espace en utilisant

am):amn+(n%$ew il EP: (3.19)

i=1

3.2.2 Spectres en transmission

La premiere étape de I'étude est de trouver une gamme de frégee pour laquelle le systéme est en
régime de localisation et une autre en régime di usif a n deamparer les deux comportements. La
longueur de localisation est donnée par I'Eq[{3.2) :

= g exp EkO‘B : (3.20)

Le libre parcours moyen de Boltzmann est donné par
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est la densité et ¢, est la section e cace de di usion calculée avec I'Eq.L(3.12)Ainsi la longueur
de localisation dépend de la fréequende.

La bande de fréquence pour I'étude du régime localisé est i@ de telle maniere qué () pour
toute fréquence! de la bande. La bande de fréquence pour le régime di usif esllie quelL M)
pour tout ! dans la bande. Pour le régime localisé, la bande de fréquecheisie est centrée autour
de!! =1:50 10s ! et sa largeur est 1&s 1, la longueur de localisation est alors(! ) = 0;09L
sur la bande. Pour le régime di usif la fréquence centrale ofsie est! ¢ =2:70 10'°s ! et sa largeur
est 133s 1, la longueur de localisation est alors(! ) = 40L sur la bande. Le tableau suivant reprend
les principaux parametres lf étant I'épaisseur optiqueL="3) :

Le(s ) Ko'g | (M) =L | 'g(m) b
régime localisé 1:50 10" | 1:57 | 3:77 10° | 0:.09| 3:15 10 ' | 133
régime diusif | 270 10® |51 |17 10° |40 |566 10|74

La prédiction des comportements est véri ée numériquemera partir du calcul des spectres de
l'intensité transmise | (rs;! ) = JE(rs;! )j? [calculée avec I'Eq(3.19)], la positioms étant située en
sortie du milieu & une distancel = 2 ¢ de l'interface comme montré sur la Fig—315. Sur la Fi§._3.6(a
est présenté le spectre autour de. (ligne bleue continue), il présente de fortes variations ae de
nombreux pics tres ns correspondants a une fréquence deagance spéci que. Ce comportement est
attendu en régime localisé. En e et, I'espacement spectral! entre deux modes y est beaucoup plus
grand que la largeur spectrale! des modes, la conductance adimensionnée de Thoulgss != !
est alors petite devant un|[61]. A l'inverse sur la Fig_3l6{ble spectre en transmission (ligne bleue
continue) en régime di usif est lisse et présente beaucoupoms de variations. Le spectre est un
continuum car l'espacement entre les modes est inférieur @ufs largeurs, dans ce cas! est petit
devant ! (g 1) et les pics se recouvrent.

3.2.3 Spectres de LDOS

Pour approfondir I'étude, les spectres de LDOS (dé nie au dpitre [Z) sont calculés au centre du
systeme. La LDOS est donnée par [17]

(rot) = % IM[G(ro;ro;! )] (3.22)

ou G est la fonction de Green du milieu. Elle est déduite de I'Eq[3{(19) en utilisant un dipdle source.
En e et le champ total résultant est directement proportiomel aG. La LDOS est alors déterminée
en calculant la partie imaginaire de ce champ a la positian.

Les spectres de LDOS sont aussi représentés sur la Figl 3ign@gs rouges pointillées). En régime
localisé les deux spectres (transmission et LDOS) sont trpeoches, la correspondance pic a pic est
frappante. Lorsque le spectre en transmission présente uic p une fréquence , le spectre de LDOS
présente également un pic a la méme fréquenceCeci est cohérent avec le fait qu'a cette fréquence
I la transmission soit due essentiellement & un mode [62]. AVerse en régime di usif de nombreux
modes contribuent a la transmission et la LDOS mais avec degi@s di érents. Les spectres présentent
alors beaucoup moins de similitudes qu'en régime localidden que des corrélations existent.
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Figure 3.6 Sepctres d'intensitél (rs;! )=lg pour =0 en un pointrg sur I'écran en sortie du systéme (lignes
bleues continues) et spectres de LDOS normalisées;! )= o en un pointrg au centre du milieu
désordonné (lignes rouges pointilléesy, étant la LDOS du vide. (a) Régime localisé : le spectre
est centré en | telle qu'a cette fréquence=L  0:09. (b) Régime di usif : le spectre est centré
en! d telle qu'a cette fréquence=L =40

3.3 Manifestation de la localisation d'Anderson sur une seu le
con guration du désordre

3.3.1 Etude du speckle en transmission

Les régimes localisé et di usif étant maintenant bien caraérisés pour une con guration particuliere
du désordre, il est possible de passer a I'étude de la gure sfgeckle transmise sur un écran positionné
a une distanced = 2 !¢ en sortie du milieu. La Fig[(3.7 montre l'intensitél (x; ;! ) sur I'écran, orienté
selon l'axex sur la Fig.[3.5, pour deux angles d'illumination di érents.En régime localisé la fréequence
choisie est |, car elle correspond a un pic a la fois pour le spectre en tranission et pour le spectre
de LDOS. Le résultat correspondant est présenté sur la FIg.Z8a), les pro Is d'intensité sont calculés
pour =0 et =30 etnormalisés par leurs valeurs maximalds,.«. Les allures des deux pro s
sont tres proches, ce qui montre, de la méme maniére qu'en igéirie quasi-1D [57], qu'un seul mode
domine la transmission et donne l'allure de la gure de spelek Cette allure est donc indépendante
des conditions d'excitation du mode, qui n'in uencent que'amplitude de l'intensité selon I'e cacité
du couplage entre le faisceau incident et ce mode. Dans le dagégime di usif, présenté Fig[3.7(b),
les allures du speckle transmis sont tres di érentes. C'esin résultat attendu dans le cas ou de
nombreux modes contribuent a la transmission. En changealitiumination, la contribution relative
des di érents modes a la transmission est aussi modi ée, $aint ainsi varier la gure de speckle
transmis.
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Figure 3.7 Intensité transmise normaliséé(X; ;! )=Imax (Imax désigne l'intensité maximale sur la gure de
speckle) en fonction de la position normalisée=() pour les incidences =0 et =30 . (a)
Régime localisé avelc = ! L. (b) Régime di usif avec! = ! Y.

3.3.2 Un nouveau critere pour la localisation d'Anderson

Dé nition de la fonction de similarité

Pour rendre compte de l'invariance de la gure de speckle tnemis avec les conditions d'illumination,
une fonction de similaritéC( ;! ) est dé nie de la maniére suivante :

z
L(x; =0;1)1(x; ;! )dx

C(;! )= rz (3.23)

I(x; =0;1)%dx |I(x;;! )2dx.

Cette fonction de similarité est proposée comme un nouvel tdwsimple pour distinguer le régime
de localisation du régime diusif. Au numérateur de I'Eqg. [323) il faut reconnaitre un produit
scalaire entrel (x; =0;!)etl(x;;! ) et au dénominateur le produit des normes correspondantes d
I(x; =0;!)etl(x;;! ). D'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz le produit scala est égal au produit
des normes lorsque les deux vecteurs sont proportionnelsil est inférieur (en valeur absolue) sinon.
Ainsi la dé nition de Eq. (BZ3) est telle que lorsqud (x; ;! ) et I (x; =0;!) sont proportionnelles
cette fonction vaut un. Elle est inférieure a un dans le casmtaire. Il est important de noter que cette
dé nition n'inclut pas de moyenne statistique et ne porte ge sur une seule réalisation particuliére
du désordre.

Comparaison des régimes localisé et di usif

A n de montrer que cette fonction de similarité discrimine @rfaitement le régime localisé du régime
di usif a partir de la mesure du speckle transmis d'une con gration unique du désordre, le trace
de C(;! ) en fonction de pour une fréquencel xée est représenté sur la Fig[Z3I8 dans le cas
du régime localisé ( = !. en rouge) et diusif (! = !¢ en bleu). Dans le cas du régime localisé
cette fonction est égale a un pour tout car le prol d'intensité est imposé par un seul mode. En
revanche dans le cas du régime di usif cette fonction vaut upour =0 et décroit trés rapidement
a 06 lorsque augmente ou diminue car I'allure du pro | d'intensité est dmnée par plusieurs modes
dont les contributions varient avec les conditions d'illurmation. Il est donc possible de di érencier
le régime localisé du régime di usif. Ce critere est partidigrement intéressant d'un point de vue
expérimental car il peut étre appliqgué a partir d'une mesursur une seule réalisation du désordre.
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Figure 3.8 Fonction de similaritéC( ;! ) en fonction de I'angle en régimes localisé et di usif.

Etude en régime localisé pour une fréquence hors d'un pic

La méme étude a été menée pour une fréquence décalée:de 110's ! par rapport a! !, choisie
ainsi car elle correspond a un creux dans les spectres de lg.B.8(a). La fonction de similarité
calculée pour cette fréquence est montrée sur la Fig.13.9.r3es spectres de la Fig—3l6(a) il n'y a
pas de pics a cette fréquence, ce qui signi e que plusieurs des contribue a la conductance aussi
faible soit-elle. Cela laisse penser que le mode associétte decquence, s'il existe, est spatialement
situé ailleurs que dans la zone éclairée. Ce sont donc les emg@roches spatialement et proches en
fréquences qui assurent la transmission. L'allure de la fotion de similarité laisse néanmoins penser
gu'un petit nombre de modes contribue a la conductance, ca fonction de similarité a des valeurs
proche de l'unité pour entre 0 et 20 et méme quasiment égale a un pour= 43.

0 L

(deg)

Figure 3.9 Fonction de similarité C( ;! ) en fonction de I'angle en régime localisé pour une fréquence
décalé del:4 10%s ! par rapport a! |

50

Ré exion sur la Iégitimité du critére

Bien que ces résultats aient été véri és pour d'autres conugations, il est |égitime de se demander
s'il n'est pas possible de trouver une con guration du désdre pathologique qui, par exemple, ne
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présenterait pas cette invariance en régime localisé. Enet dans I'approche statistique habituelle,
un processus aléatoire génere des échantillons appartdnswit a la classe des échantillons donnant
lieu au régime di usif, soit a la classe des échantillons doant lieu au régime localisé, la distinction
entre les deux classes étant e ectuée avec I'étude de grandemoyennées comme la conductance de
Thouless ou la longueur de localisation. Ne considérer gn'seul échantillon c'est prendre le risque
d'en choisir un qui appartienne aux deux classes et présentaes propriétés singulieres di érentes des
propriétés moyennes des deux classes. Cependant, une tetissibilité est extrémement improbable
car elle induit de nombreuses contraintes, par exemple eaties positions des di useurs, de sorte qu'en
tirant completement au hasard une con guration, celle-ci @ satisfasse pas ou peu ces contraintes.
Bien gu'une étude de cette aspect rigoureuse soit pour I'tast hors de portée, il semble cependant
raisonnable de suggérer la fonction de similarité comme uatid robuste pour di érencier les régimes
di usif et localisé.

3.4 Conclusion

En conclusion, la localisation d'Anderson a été étudiée ni@riquement dans un cadre non statistique
sur une con guration unique du désordre pour un systéme ouveen dimension deux. Le régime
localisé a d'abord été caractérisé a l'aide d'une étude sprade de l'intensité transmise ainsi que de
la LDOS dans le systéme. En régime localisé, grace a la réjtaoh des modes, les deux spectres pré-
sentent de fortes similarités, indiquant la prédominance'uh mode sur la transmission. Pour mettre
en évidence d'une fagon simple cette particularité de la lalcsation, une fonction de similarité a été
introduite pour évaluer les variations de la gure du speckl transmis avec les conditions d'illumina-
tion. En régime localisé cette fonction reste proche de l'itd alors qu'elle est nettement inférieure
en régime di usif. Cette fonction de similarité est proposg& comme un critére pour discriminer entre
les régimes di usif et localisé a partir de mesures dans uneuse réalisation du désordre. A partir de
ces résultats, une collaboration avec Yong Chen de I'ENS, ypda réalisation d'échantillons, et Va-
lentina Krachmalniko de I'Institut Langevin, pour les mesures optiques, a été lancée a n de valider
expérimentalement ce critere. Ces résultats fournisserngalement un excellent point de départ pour
I'éventuelle mise en évidence de la localisation d'Anders@our des ondes vectorielles en dimension
trois, qui constitue la suite naturelle de ces travaux.
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4.1 Introduction

Le répartition d'objets identiqgues dans l'espace constiiun domaine d'étude passionnant et méme
ludique. Cette répartition peut donner des propriétés paituliéres a I'ensemble. Une des grandeurs
d'intérét est la fraction volumique, c'est-a-dire le volure occupé par les objets rapporté au volume
total. Par exemple pour des objets sphériques en trois dingans la fraction volumique maximale
évolue de 4 pour un arrangement aléatoire a:@4 pour un arrangement cristallin cubique face
centrée. Les applications industrielles de ce domaine sammbreuses. Citons en particulier le cas
des bonbons M&M's, dont la forme permet d'atteindre une frdion volumique de Q71 en arrangement
aléatoire [63], ce qui est proche du maximum théorique daresdas d'un arrangement ordonné. Aussi,
a n d'illustrer I'ancienneté de cette thématique, mentiomons le cas des tétraédres. Dans l'antiquité,
Aristote fut le premier a s'interroger sur la possibilité par les tétraedres de remplir I'espace et
conjectura, a tord, gqu'ils le pouvaient. La fraction volumgue maximale des tétraédres est toujours
un domaine de recherche trés actif [64] et constitue méme uascparticulier du 18éme probléme de
Hilbert.

Il existe d'autres caractéristiques intéressantes, notament les uctuations de densité des systemes
complexes. Elles constituent un domaine de grand intérétptamment pour ses applications en phy-
sique des liquides| [65] ou pour I'étude de la structuration grande échelle de l'univers [66, 67].
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Figure 4.1 Exemple d'un systéme a une dimension évoluant vers un étmosbant. Le systéme est de longueur
L, la largeur des particules et et leur densité est. Les particules bleues sont inactives (elles ne
recouvrent pas de particules), les particules rouges satitvas (elles recouvrent partiellement une
autre particule) et seront déplacées au cours de la procédur

Récemment une nouvelle classe de structures ayant des piéf@s spéci ques vis a vis des uctua-
tions de densité a émergé. Initialement dénommées struaies superhomogenes et maintenant
appelées structures hyperuniformes , ces structures sbdésordonnées mais possedent des corréla-
tions géometriques réduisant les uctuations de densitées rendant ainsi homogenes a grande échelle.
De maniére équivalente, dans I'espace de Fourier ces catiéins font tendre le facteur de structure
vers zéro pour les petits vecteurs d'onde. Initialement, depropriétés géométriques de ces structures
ont été étudiées pour des problémes de maximisation du rensghge![6€ 72].

Les propriétés thermodynamiques des états absorbanits! [43uvent aussi étre décrites avec I'hyper-
uniformité [[74]. Si au cours de son évolution un systéme sdéroeive pieégé dans un état, alors cet état
est un état absorbant. Il existe de nombreuses méthodes pabtenir un état absorbant, la Fig.[4.1
présentant I'une d'elles en dimension un. Le systéme est stitué de particules de largeur 2 avec
une densité . Au cours de la procédure, les particules sont considéréa®par une, si la particule
recouvre une autre alors celle-ci est déplacée d'une quéhtaléatoire uniformément répartie dans

[ ; ]. A linverse, si la particule n'en recouvre aucune autre,l@rs celle-ci n'est pas déplacée. La
procédure se poursuit jusqu'a ce que toutes les particulesstent immobiles, ce qui se produit lorsque
le systeme ne présente plus aucun recouvrement. Le systeraeadors dans un état absorbant, les
particules tendent alors a étre uniformément réparties dan'espace. A l'inverse si le systeme évolue
indé niment, celui-ci n'est pas dans un état absorbant. Le @aramétre critique est la densité : a
faible densité il sera facile pour les particules de se séparalors qu'a haute densité cela tend a
étre particulierement improbable. La densité critique . est telle que pour < . le systéme évolue
toujours vers un état absorbant alors pour >, il peut ne pas atteindre cet état. C'est autour de
cette densité critique que les particules s'arrangent de migre hyperuniforme [74]. Cette étude est
intéressante car elle permet la génération numérique de milx hyperuniformes.

L'objectif de ce chapitre est ainsi de caractériser les sttures hyperuniformes, notamment a tra-
vers I'étude des uctuations de densité et leur lien avec laéteur de structure. Puis une méthode
numérique pour la génération de milieux hyperuniformes eproposée. La propagation d'onde dans
ces structures sera étudiée ensuite dans le chapifie 5.

4.2 Facteur de structure

Dé nition et intérét en cristallographie

L'introduction du facteur de structure est e ectuée a partr de I'étude de la propagation d'une onde
scalaire en trois dimensions et en régime de di usion simptians un milieu constitué deN di useurs
ponctuels de polarisabilité (! ). Le systéme est éclairé par une onde plane de vecteur d'orkde kou
et d'amplitude E™, le champE;(r) émis par le diuseurj enr est alors donné par

Ei(r)= o *Go(r ri:1)p(!); (4.1)
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ou! = cky et p est 'amplitude du dipdle j positionné enr;. En diusion simple, on ap, =
o (1)Eo(rj), Eo(rj) = EM™ exp(ikou r;) étant 'amplitude du champ incident au pointr;. G, est la
fonction de Green du vide. En trois dimensions pour des ondssalaires, elle est donnée par

_ exp(ikor).

Go(r;!) Ar

4.2)
En champ lointainjr r;jj r us rj, ouus = r=r, le champ rayonné par le dipolg devient

exp(ikor)
r

o Em ek kous) 1yl (4.3)

Ei(r)=K (1)
Dans l'approximation de la di usion simple, le champ émi€(r) par lesN di useurs enr est donc

exp(ikor)

Es(r) = K ()00

.\
E'”C. expli(k  Kkous) r;l: (4.4)

j=1
La puissance rayonnée dans un angle solide d autour de, est donc :

NJE™j?kgi (!)i?
322 oC

dPs(us;! ) = Slko(us u)ld ; (4.5)

ou S(q) est le facteur de structure, dé ni par

2

exp(iq rj) | (4.6)

1 W
S(q) = =
N i=1

Le facteur de structure détermine donc la puissance di usé#gans chaque direction par le milieu.
Notons que dans le cas de la di usion vers l'avantkfus = k ou q = 0) le facteur de structure est
toujours egal aN quelque soit les positions des pointg. Ceci est di au fait que dans cette direction
les interférences entre les ondes émises par les di érentaiskurs sont toujours constructives. Le
facteur de structure au voisinage de zéro ne comporte pasnfiirmation sur le détail microscopique
du milieu mais sur la forme de l'objetl[75].

Historiquement le facteur de structure a été introduit en dstallographie. Regardons alors de plus
pres le cas d'un cristal. Les positions; des motifs du cristal sont donnéees par

I = nyayUy + nya,uy + N,a,uy; 4.7

ouny 2 [LNy], ny 2 [1;Ny] et n, 2 [1;N,] sont des entiers avedlyNyN, = N, 'ensemble des vecteurs
r constitue le réseau direct. Les vecteursy(uy;a,uy;a,u,) dé nissent une base de I'espace ainsi que
la maille élémentaire du cristal. Le facteur de structure éslors

2

1 X .
S(a) = expla 1) (4.8)
j=1

1 sin*(gaxNx=2) sin’(qyayNy=2) sin’(qa;N,=2)

TN sirf(ga=2)  sif(qay,=2)  Sinf(Ga,;=2) (4.9)

Les interférences sont donc constructives dans le cas quay, q,a, et g.a, sont des multiples de
2 et destructives sinon, ce qui permet d'introduire le réseatéciproque. Les vecteur®) du réseau
réciproque sont tels que

Q a=n2; (4.10)
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Figure 4.2 Schéma de la projection de l'intersection entre la spher&wlald et le réseau réciproque dans un
plan pour un réseau cristallin carré. La sphéere d'Ewald egpond au cercle rouge et le réseau
réciproque aux points grisk est le vecteur d'onde incident{ous est le vecteur d'onde diusé
(donnant la direction dans laquelle I'onde est di usée) @t= ko(us U).

oua= asuy+ ayuy+ a,u, et n un entier. Le réseau réciproque donne l'ensemble des direas pour
lesquelles les interférences entre les ondes di usées ar motifs du cristal sont constructives.

La gure dinterférences d'un cristal éclairé par une ondelpne est maintenant déterminée. D'apres
I'Eq. (A5) la puissance rayonnée dans la directiams est donné par le facteur de structure avec comme
argumentq = kous k. Lorsqueus explore toute les directions d'espace, la pointe dgparcourt une
sphere de centre k et de rayonkg et l'autre extrémité reste en l'origine. Cette sphere pareaoue est
la sphére d'Ewald, son intersection avec le réseau récipuggdonne la gure d'interférence, c'est-a-
dire les directions dans lesquels le cristal transmet l'iansité, ce résultat est illustré sur la Figi—4]2.
Remarquons qu'en ordre de grandeur les points du réseau pgogue sont séparés de 2a, a étant

le parametre de maille ou la distance caractéristique entaeux motifs consécutifs. Dans le cas ou
ko < 2 =a, la sphére d'Ewald ne rencontre aucun point du réseau réaimue et I'onde incidente n'est
pas di usée, le cristal apparait alors comme transparent.

La gure dinterférences (appelée cliché de di raction) @smesurée, généralement en transmission,
un exemple est présenté sur la Fig.4.3. L'analyse de ce ofighermet de déterminer les principales
caracteristiques du réseau direct, notamment les vectewagu,, a,u, et a,u,. Aussi lorsque les motifs
sont constitués de plusieurs atomes, des interférences @émentaires peuvent intervenir, rendant
ainsi certains points du cliché plus ou moins brillant. Cecpermet de déterminer totalement la
structure du cristal.

Expression avec la fonction de corrélation de paire

Le cas d'un milieu désordonné est maintenant considéré, Ipsints sont répartis dans un volume
V de taille caractéristiquelL. Le facteur de structure moyenné sur les con gurations (pi®ns des
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Figure 4.3 Cliché de diraction aux rayons X sur un cristal d'aluminéd( Bouchet, Orsay). Les points brillants
correspondent aux intersection du réseau réciproque etadsphére d'Ewald.

points) est donné par

.1 X
s = & exp(iq:ry)
=z 2
=1+(N 1) expliq:(r1  ro)]P(ry;ro)d3ridiry; (4.11)
vV V

ou P(rq;ro) est la probabilité de trouver un point enr; et un autre enr,. Cette probabilité est
réécrite avec la fonction de corrélation de pairk(r;r,) sous la forme

P(ruir2) = P(ro))P(r2)[1 + h(rziro)l; (4.12)

h(r1;r,) donnant I'écart a l'indépendance, c'est-a-dire le cas o (ri;r;) = P(r{)P(r,) = 1=V2 Le
facteur de structure est alors

Z Z

hS(q)i =1+ oy explig:(ri  r2)[1+ h(ro;ro)]d3r 103, (4.13)

VZ

Pour jr  r§ L le systéme peut étre considérer comme invariant par transien on a h(r;r9 =
h(r® r), le facteur de structure devient

1 N 1
h(a) + ~

()i =1+ © P (4.14)

\Y,

h(qg) est la transformée de Fourier deh(r) et ( q) est la transformée de Fourier de () dé nie
comme

1sir2V;
0 sinon

(r)= (4.15)

L'expression du facteur de structure donnée par 'EqC (4] 4'est valable que pour les grands vec-
teurs d'onde a cause de la non invariance par translation da structure aux grandes distances. En
particulier pour des vecteurs d'onde de l'ordre de 2L , I'Eq. (£I14) n'a plus de sens.
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Figure 4.4 Exemple d'un arrangement de points poissonien en deux disnens. Le domain& est un disque
de centrexp et de rayonR.

4.3 Mesure de l'ordre dans un arrangement de points

4.3.1 Fluctuations de densités normalisées

Une maniere d'aborder les uctuations de densite [76] est @®nsidérer un arrangement de points et
de se donner un domain& centré en un pointXy, puis de déterminer comment le nombré&y, de
points dansV évolue avec la taille d&/. Si le systeme est un cristal, le probléeme est déterministese
le systeme est désordonné, le probleme est de nature stadjge. Il est alors caractérisé par I'évolution
des uctuations deN,, avec la taille deV. Le cas d'un arrangement de points poissonien (sans aucune
corrélation entre les positions des points) en deux dimeonss est présenté sur la Fig. 4.4, le volume
V est un disque de rayorR et de centrex,. Dans ce cas on peut montrer que les uctuations du
nombre de points dansV sont données par

D E 5
NZ hNyi©= MNyi: (4.16)

Or MNyi = R ?etdonc la variance deNy évolue enR?. Ce cas est toutefois particulier, c'est le cas
le plus désordonné possible puisqu'il ne présente aucunerélation. Par la suite on s'intéresse aux
uctuations normaliséesFy dé nies par

_ BNZi h Nyi?

F
v H\lvl

(4.17)
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4.3.2 Dé nition d'un arrangement de points hyperuniforme

Les arrangements de points hyperuniformes sont ceux dons leictuations normalisées tendent vers
zéro quand la taille du domaine/ augmente. Plus précisément, on a
2 .2
My h Nvi© 1. (4.18)
I‘Nvl L

ou L est la taille caractéristique du domainé/ (dans le cas d'une sphére il s'agit de son rayon). Dans
ce cas les uctuations ne sont plus proportionnelles au vahe V comme dans le cas poissonien mais
a la surface du domaine délimité paW. Ce qui signi e que les arrangements de points hyperuni-
formes présentent des corrélations manifestement asseze® pour rendre la répartition des points
relativement homogene, faisant tendre ainsi les uctuatiess normalisées vers zéro quarid tend vers
I'in ni.
Certains arrangements de points bien connus sont hyperumimes comme les cristaux et quasi-
cristaux. Il s'agit de cas limites ou les corrélations sontadlongue portée. Cependant certaines struc-
tures désordonnées corréelées peuvent étre hyperuniforirlassuite de ce chapitre est consacrée a leur
étude et a leur caractérisation géomeétrique. La propagatiod'ondes dans ces structures est étudiée
dans le chapitre[b. Notons également que de tels milieux samaturellement présents dans la na-
ture (la rétine du poulet par exemplel[77]) et que leur syntls& constitue un nouveau domaine de
recherchel[72, 78, 79].

4.3.3 Lien avec le facteur de structure

Calculer la limite des uctuations de densité normaliséesqur les grands volumes n'est pas aisé
a partir d'un systéeme de taille nie, notamment a cause de laanm invariance par translation aux
grandes distances. Cette limite se détermine beaucoup pkimplement dans le cadre de I'ensemble
grand canonique. Dans cet ensemble, un systeme de volwhéchange des particules avec un systeme
de taille in nie. Il est alors possible de calculer la probalité p(N) que N particules soient présentes
dans le volumeV. Dans ce cadre il est possible d'établir un lien entre la fotion de corrélation de
paire et les uctuations normalisées [65] :

lim

N2i h Nyi? z
Vil ANy i B

1+  h(r)dr: (4.19)

Notons que dans I'Eq. [[4.19) I'nypothese d'invariance paranslation est légitime pourh(r) car le
calcul est e ectué dans un systeme de taille in nie. En premd la limite V !'1  dans I'Eq. (4.13)
on obtient

Sk)=1+ h(K)+ (k): (4.20)

D E
Le membre de droite de I'Eq.[[419) correspond a un facteur dructure corrigé S (k) dé ni
comme

D E
St (K)=1+ h(k); (4.21)
la correction étant (k). Le lien entre les uctuations normalisées et le facteur dstructure est
ainsi établi
. .2
jm MG N NVIZ_ P

E
I e Seor (O (4.22)



56 CHAPITRE 4. STRUCTURES HYPERUNIFORMES

Pour un arrangement in ni hyperuniforme de points, le factar de structure [dé ni alors dans
I'Eq. (&2Z1)] tend vers zéro pourjkj tendant vers zéro [[76]. La dé nition pour les arrangements
nis est Iégérement di érente, car en zéro le facteur de stature correspondant ne peut étre dé ni
avec la fonction de corrélation de paire, comme expliqué dafa sous-parti€ 4.2. Les arrangements
de points nis sont hyperuniformes si le facteur de structwe tend vers zéro pouikj tendant vers
zéro, en excluantkj < 2 =L . Dans la suite c'est cette dé nition qui est utilisée.

Le facteur de structure dépendant des positions des poinispposer une condition particuliere sur
sa valeur revient a introduire des contraintes entre les pitisns des points de l'arrangement. Les
positions vont donc Vvéri er des relations particulieres eainsi présenter des corrélations. Le niveau et
l'allure des corrélations dans un milieu hyperuniforme vardépendre de la fagcon dont le facteur de
structure tend vers zéro/[80], cette convergence entrairigaius ou moins de contraintes. Par exemple
dans le cas des cristaux, le facteur de structure est rigousement nul, sauf aux n+uds du réseau
réciproque, a cause de la corrélation extréme entre les piosis des points. En réduisant la zone
ou le facteur de structure est nul, des contraintes vont étreelachées et des arrangements moins
ordonnées vont étre permis, jusqu'a retrouver le cas poissen lorsque toutes les contraintes auront
été enlevees.

4.4 Méthode de génération des milieux hyperuniformes

4.4.1 Principe de la méthode

Il est possible de concevoir des arrangements de points awecfacteur de structure arbitraire sur
un domaine du réseau réciproque [68, 80, 31]. La méthode dite ici est une adaptation de celles
existantes [68, 80, 81], elle permet de générer des con dioas hyperuniformes en deux dimensions
pour lesquelles le facteur de structure est nul sur un domain autour de l'origine g = 0. La forme
de peut étre quelconque. Pour des raisons de facilité numéue la forme carrée a été retenue (voir
Fig. 48).

Numeériquement il n'est possible de manipuler qu'un nombreni de points. C'est pourquoi, a n de
se rapprocher le plus possible du milieu in ni et d'éviter lg e ets de taille nie, I'espace est divisé
en cellules carrées identiques de taille contenantN points comme le montre la Fig[4J]5. Une de ces
cellules correspond a la structure nie que I'on considereads la suite.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

Figure 4.5 Schéma du systeme périodique. Chaque cellule carrée diefaicontient N points.
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Le facteur de structure du systeme périodique est donné par
2

expliq (nxLuy + nyLuy+ r)] ; (4.23)
nx;ny= Rj=1

i 1 1 X X
ux et u, étant les vecteurs unitaires dans les directions et y respectivement. En notantS(q) le
facteur de structure d'une cellule :

2

1 X .
S(q) = N exp(iq rj) ; (4.24)
j=1

le facteur de structure total peut se réécrire sous la forme

s 1 sin[(R +1=2)qL] * sin[(R +1=2)qL] °
So(@ = I GRIDZ ~ sin@i=2) sin(q L=2)

S(a); (4.25)

Le facteur de structure du systeme périodiqu8,,; est donc nul sur tout le réseau réciproque sauf aux
points de coordonnéesni2 =L;n ,2 =L ) avecn, et n, dansZ, ils constituent donc les seuls points
d'intéréts pour la suite. Notons que le facteur de structurel'une cellule est xe a l'origine et vaut
N quelque soit la con guration du désordre. Donc pour que le deeur de structure soit nul sur il
faut arranger les points de maniére a avoir

2
exp(ik®r;) =0; (4.26)
j=1
pour tout vecteur k%= (n,2=L;n ,2=L ) de . Notons

N 2
B(k9 = exp(iker;) ; (4.27)
j=1
il est intéressant de remarquer qud (k9 est une quantité toujours positive ou nulle, donc pour
annuler le facteur de structure sur , B(k9 doit atteindre son minimum global (c'est-a-dire zéro)
pour chaquek® de . La méthode la plus simple pour obtenir ce résultat conste a dé nir une
fonction ( fr;g) par [68,80]

X
(frjg) = B(kY: (4.28)
ko2
Ainsi atteint son minimum global dans le cas ot B (k9 est minimum pour tout k® appartenant a
. Dans la pratique pour obtenir un milieu hyperuniforme, la fonction ( fr;g) est minimisée avec
un algorithme de type gradient conjugué avec comme point déplart une con guration non corrélée
tirée au hasard. Lorsque le minimum global de {r;g) est atteint, B (k% est nul pour tout k°de ,
sauf en zéro olB (0) est toujours égal aN 2.

Quanti cation de l'ordre local

Il est possible de dé nir le nombre de degrés de liberté manilables, celui-ci est ni. En e et, chaque
point étant repéré par deux coordonnées, il y a dond\2degrés de liberté. Un taux de contrainte
apparait donc naturellement entre le nombre de contraintemtroduites pour obtenir le facture de
structure désiré et le nombre de degrés de liberté donnantilembre maximal de contraintes possibles.
Ce taux est noté et est dé ni par [68]

M(Q) .

= o (4.29)
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ou M () désigne le nombre de vecteurs indépendants non nuls dangvoir Fig. 4.6) permet de
caractériser l'ordre dans l'arrangement. En e et pour proche de zéro la structure apparaitra comme
désordonnée (car faiblement contrainte) et pour proche de un la structure apparaitra comme trés
ordonnée (car trés contrainte).

Le lien entre et  est maintenant établi. CommeB (k9 = B( k9, dés queB (k9 atteint son
minimum B( k9 l'atteint aussi. Si C() est le nombre de vecteursk®dans , le lien entre C() et
M () est donné par

C()=2 M()+1 : (4.30)
Or C() se calcule simplement car est un carré de cotéK :
" o 4
=& —— ; 4.31

ou E[x] désigne la partie entiere de, c'est le plus grand entier inférieur &. Avec M () =2 N ,
I'expression deK est obtenue, ce dernier est tel que :

2 49— 2 9———
T AN +16 K< T 22N +1); (4.32)

dans la suite on choisitKk =2 =L P AN +1.

Le calcul analytique de (fr;g) est désormais possible. La Fig. 4.6 reprend les élémentggantes
précédemment, en dé nissant
" #
K=2

P=E S~ etC()=( P+1)2% (4.33)

(2P +1)? points

Figure 4.6 Ensemble de l'espace réciproque pour lequel le facteur de structiserail.  est un carré de
cotéK . Les vecteur&®= (ny2 =L;n ,2 =L ) sont représentés par des croix. Le nombre de vecteurs
kOdans estC()=(2 P +1)2

L'expression de (fr;g) devient :

S
(frig)= B(nx2=L ux + ny2=L uy); (4.34)

nx= Pny= P
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en injectant I'expression deB (k% de I'Eq. (@.Z1) 'expression analytique de r;g) est nalement
obtenue :

R sin 2 (P + 1=2)(x ,X|)=LI sin 2 (P +1=2)(y YI)=|—I
(frjg) = i ' § ' :

" h i h i (4.35)
j=11=1 sin (x;  x)=L sin (y; w)=L

Cette derniére expression de {r;g) peut egalement s'interpréter comme une énergie potentil
résultant d'un potentiel de pairev(r) dé ni par
i h

h i i
sin 2 (Ph+ 1=2)x=L sin 2 (Ph+ 1=2)y=L

v(r) = —h —h
sin x=L sin y=L

(4.36)

Il est a remarquer que la méthode de génération est valableypm'importe quel etque ( fr;g) peut
étre choisi di éremment pour obtenir un facteur de structue arbitraire, par exemple en dé nissant
( fr;g) de la fagon suivante :

X
(frig) = ., (S(k%frig) Tk (4.37)
k

T (k9 étant la consigne, c'est-a-dire la valeur souhaitée poug facteur de structure erk® liborement
choisie entre zéro eN. Dans ce cas (fr;g) sera minimum dans le cas ou le facteur de structure
sera égal aT (k% pour chaque vecteurk® de . Aussi cette méthode se généralise en dimensiah
guelconque mais nie.

4.4.2 Geénération numeérique de structures hyperuniformes

Pour rendre la présentation des résultats numériques plusible, un facteur de structure corrigé
hSeorri (q) est dé ni,

2
X N 1
exp(q rj) V2

j=1

MSeorri () = i Ca)i* (4.38)

1
N

Il est possible de dé nir d'autres corrections pour le facte de structure, la motivation pour le choix
de I'Eq. (4.38) deviendra claire dans la sectidn 5.4 du cham@ 5.

Dans les calculs numériques, la taille du systéme est adimensionnée et prise égale a un. Pour olateni
des con gurations de tailleL quelconque, il sut de multiplier par L les coordonnées des points des
con gurations obtenues. La Fig[4l7 présente les résultapour une cellule avec =0:22 etN = 1000
moyennés sur 59 con gurations. Comme le montre la Fig.4.7(k facteur de structure corrigé est nul,
la valeur résiduelle étant due a la convergence de l'algdmihe, sur les vecteur&®= (n,2 =L;n ,2=L)

du carré .

La Fig. 4. 4(b) montre une des con gurations généreées, le el est désordonné mais un ordre partiel
se distingue avec les corrélations. Sur la Fig—%.7(c) estatée une coupe du facteur de structure
corrigé, c'est-a-direhS.,ri (ky;0) pourky allantde K aK. Entre les multiples de 2=L le facteur de
structure corrigé n'est pas nul, ce qui est attendu car l'ofrhisation n'est pas faite pour les vecteurs
non multiples de 2=L . Néanmoins le facteur de structure y est tout de méme plus piegue un,
I'optimisation a ecte donc tout de méme ces vecteurs, sachbque de toute maniére en ces points le
facteur de structure total est nul.
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Figure 4.7 Résultats avecL =1, N = 1000 et = 0:22 moyennés sub9 con gurations. (a) Carte du facteur
de structure corrigé tracée pour les vectels= Zrnxux + 2Tnyuy. (b) Exemple de con guration
générée. (c) Coupe selon la droifky;0).

A n de montrer comment le paramétre a ecte 'ordre dans I'arrangement de points, des exemples
de con gurations correspondant a di érents sont représentés sur la Fig."4.8. La minimisation est
trés e cace pour allant de 0 a Q7, ( fr;g) atteint son minimum global. A partir de = 0:75

ce n'est plus le cas (d'ou la présence de lacunes), ce ne santteéfois pas les con gurations les
plus intéressantes car elles sont trés ordonnées et quasiipdiques. La Fig.[4.B montre bien que
lorsque augmente, I'ordre dans la structure devient plus importantLe parametre permet donc

e ectivement de contrbler le niveau des corrélations dansd arrangements de points hyperuniformes.

4.4.3 Robustesse des con gurations

Il est utile d'évaluer la robustesse des con gurations en eud'éventuels travaux expérimentaux, pour
lesquels les positions des constituants ne pourront pas étparfaitement controlées. Cette étude
est e ectuée sur 20 con gurations avec = 0:22, N = 90000 etL = 1. La Fig. présente les
coupes du facteur de structure corrigé pour di érents nivax de perturbations des con gurations.
Les perturbations consistent a ajouter a chacune des coomh@es des points une quantité &di, ou
&est un nombre aléatoire dans [; ] et hdi est la distance moyenne entre deux points, indique le
niveau des perturbations, il est compris entre 0 et 0.5.

Les vecteurs d'onde les moins a ectés sont les plus petités torrespondent aux grandes longueurs
d'onde, grandes en particulier devankdi, de cette maniere une perturbation de la position des points
de l'ordre dehdi change peu la valeur du facteur de structure. A l'inverse Isque la longueur d'onde

est de l'ordre dehdi (ou k K=2, carK 2= hdi), le facteur de structure change beaucoup avec
une perturbation des positions des points de l'ordre dali. L'analyse de la Fig[4.® recommande de
prendre hdi petit devant la longueur d'onde dans les applications prajues, autrement le systéme

risque d'étre trop sensible aux imperfections.

4.5 Conclusion

En résumé de ce chapitre, les arrangements de points hypefarmes ont été exposés. Pour ces
arrangements, les uctuations de densité au sein d'un voluenV tendent vers zéro lorsque la taille
de celui-ci tend vers l'in ni. De maniéere équivalente le faeur de structure de ces arrangements tend
vers zéro pour les vecteurs d'onde tendant vers zéro. Dans egrangements, les positions des points
sont corrélés. Plusieurs niveaux d'ordre sont possibledlaat du cristal au milieux faiblement corrélés.
Une méthode de génération d'une classe particuliere de milihyperuniforme a été proposée, celle-ci
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Figure 4.8 Exemples de con gurations de 700 points pour entre 0.05 et 1. Pour les con gurations corres-
pondant & allant de0:85 a 1 la présence de lacunes est due au fait que la routine de gnadie
conjugué utilisée n'a pas réussi a converger vers le minirglobal de
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ococoocoo
QR WN P

RScorri (Kx;0)

Figure 4.9 Coupe du facteur de structure corrigé pour des con gurat®perturbées (coordonnées des positions
des points changées d&di, &variant entre et ) pourky =2 n =L, N =90000et =0:22

génére des arrangements pour lesquels le facteur de struetest nul sur un domaine du réseau
réciproque. Dans le chapitr€l5 la propagation des ondes dares structures est étudiée.
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5.1 Introduction

Le désordre peut-étre considéré comme un obstacle a la prgaton des ondes. Une fois que les
ondes pénétrent un milieu désordonné, l'image en sortie apit brouillée et il est di cile, a priori,
de retrouver l'image initiale. Ceci laisse penser que l'mfmation, par exemple la direction initiale,
est perdue. Cependant la propagation des ondes est déterisia. Sur une gure de speckle, la
phase, la polarisation et I'amplitude sont parfaitement dé&rminées en chaque point. En jouant sur
ce déterminisme il est possible de contréler la propagatiales ondes en milieu désordonné.

Le contrble des ondes en milieu désordonné constitue un enjaajeur, que ce soit en imagerie [82]
ou en astronomie ou la correction des déviations introduepar les uctuations de I'atmosphere est
essentiel [83]. Une premiere possibilité est de controlardource. Le contrdle de front d'onde|[3] en est
un exemple et est I'une des meilleures techniques pour madér la propagation des ondes et surmonter
la di usion multiple. Cette technique permet de focaliser és ondes en n'importe quel endroit de
I'espace en introduisant un déphasage entre les excitat®mes modes du milieu désordonné. Le
controle des ondes peut également s'e ectuer par la modi ian des conditions de bord, notamment
en cavité [84] ou le champ peut étre focalisé en n'importe dymint via le controle d'une métasurface.

Une autre possibilité pour contréler les ondes est de traller sur la structure méme du milieu
désordonné et de la concevoir d'une maniére telle qu'ellendoise a des propriétés de propagation
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Figure 5.1 Image TEM d'un arrangement de brilles de collagéne dansdarnée humaine (par G. Latour).
Bien que non périodique, le systéme est corrélé a courtegeort

particulieres. En e et, la présence d'ordre local ou de ca¥lations dans la structure désordonnée peut
avoir une grande in uence sur la propagation des ondes. Lesligux biologiques sont des exemples
représentatifs [85], en particulier celui de la cornégl [Gjui serait un milieu opaque et d'apparence
laiteuse si les positions des brilles de collagéne qui laroposent n'étaient pas corrélées a courte por-
tée (voir Fig.[5.1) de maniére a augmenter le libre parcoursayen de la lumiere. D'autres grandeurs
peuvent étre modi ées, par exemple la densité d'état [86, [B7permettant I'apparition de bandes
interdites photoniques [[88 90], ou des grandeurs caracistiques pour la localisation d'Anderson,
comme la longueur de localisation [91] ou la limite de moliéi (mobility edgeen anglais) [92].

Les matériaux hyperuniformes, introduits dans le chapitrié, ont suscité l'intérét de par leurs proprié-
tés spéci ques. lls possedent des bandes interdites phoigures completes [93, 94] en deux dimensions
pour les polarisations TE et TM. Cependant I'explication dé'origine de ces bandes interdites demeure
incomplete. Les matériaux hyperuniformes sont aussi ingssants car il permettent de concevoir des
guides d'ondes avec des géométries originales [95] ou ddis&ade cavités optiques a fort facteur
de qualité [96]. Toutefois I'essentiel de ces travaux estectué avec de petits échantillons contenant
entre 400 et 500 di useurs, et limités aux ondes électromagiques. Aussi ces études expérimentales
sont associées a des simulations numériques e ectuées pagrdnces nies [94, 97], ne permettant
pas d'étudier des systemes trés épais.

L'objectif de ce chapitre est d'étudier théoriguement et nonériquement les propriétés optiques parti-
culieres des milieux hyperuniformes en di usion simple et witiple a partir d'un formalisme de type
transport, et de montrer comment l'introduction d'ordre patiel dans un milieu désordonné peut
radicalement changer ses propriétés de transport de la Iuéne.

5.2 Systeme retenu

Utilisons maintenant les arrangements de points hyperumifmes générés dans le chapitié 4 pour
étudier comment les ondes s'y propagent. Les matériaux hypeiformes sont créés en habillant
chaque point de I'arrangement par un di useur.

On se place en régime dilué tel quey’s 1 (ou g est le libre parcours moyen de Boltzmann). On
souhaite également étudier des systemes de grande épaissptiqueb; = L="3 1 (L étant la taille

du systeme). Aussi la distance caractéristique associéaorrélations dans un milieu hyperuniforme
est 1=K h di (hdi est la distance moyenne entre di useurs). Pour gu'elles imencent la propagation
des ondes il fautk, 1=hdi, avecky = !=c le module du vecteur d'onde dans le vide. La légitimité
de cette derniére condition est montrée dans la sectibn’5@es di érentes contraintes permettent
de déterminer un ordre de grandeur du nombr de points nécessaire. Le libre parcours moyen de
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Boltzmann g est dé ni comme

B — ; (51)

= 1=hdi? est la densité de di useurs (en dimension deux) ets., est la section e cace de di usion
des di useurs. Le produitky g est donné par

Ko ; (5.2)

et I'épaisseur optique par

L sca
: 5.3
b (5.3)
Or N est donné par

!
L 2

NG (5.4)

En rassemblant ces trois dernieres équations un ordre de iggaur surN est obtenu :
N (bsko's)™ (5.5)

Pour I'étude numériquels =5 et ko g = 44 sont retenus.N est donc de I'ordre de 50000, par sécurité
N =90000 a nalement été choisi.

Avec la procédure décrite dans le chapitrigl 4, 20 con guratis deN = 90000 points sont générées
avec comme taux de contrainte = 0:22. Sur la Fig.[5.2(a) est présentée une portion d'une des
con gurations obtenues et sur la Figrh2(b) est présentéa Icarte du facteur de structure corrigé
moyenné sur les 20 con gurations. A titre de comparaison, lig. 5.2(c) présente une portion d'une
con guration non corrélée et la Fig[5.2(d) la carte du facter de structure corrigé pour le milieu non
corréle.

L'expérience numeérique est présentée sur la Fig. b.3. Lesint® des arrangements sont désormais
habillés par des tiges dont le rayon est supposé petit devantpour qu'elles puissent étre traitées
dans l'approximation dipolaire. La réponse des tiges a unenade polarisée TE (champ électrique
parallele aux tiges) peut-étre représentée par une polatslité (! ) donnée par

4 ¢

> —
!o(!2 !0+|!2—!0

()= (5.6)
Il s'agit d'une polarisabilité d'un oscillateur résonant € non absorbant de fréquence de résonanteg
et de largeur spectrale .! o et dépendent en réalité des propriétés geométrique et destrique des
tiges (voir chapitre[2). Le schéma de I'expérience numeriglest présenté sur la Fig. 5l.3.

Comme dans le chapitré€l3, pour s'a ranchir des e ets de ta#l nie, le systeme est illuminé par un
faisceau gaussien polarisé TE sous incidence normale etfis€ au centre du systeme, son expression
est donnée par

#
r3

Wel+ia) (5.7)

E .
Eo(r;!) = plTOiaexp iKofk

aveca = 2r, =(kw?), r étant la composante de selon la direction de propagationt, la composante
transverse. A n d'approcher autant que possible une ondeahe, sa largeufv est prise grande devant
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Figure 5.2 (a) Portion d'une con guration hyperuniforme avedN = 90000 points et = 0:22. (b) Carte
du facteur de structure corrigé pour le milieu hyperunifemmoyennée sur 20 con gurations. (c)
Portion d'une con guration non corrélée aved = 90000 points et = 0. (d) Carte du facteur de
structure corrigé pour le milieu non corrélé.
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la longueur d'onde mais inférieure a la taille du systeme. Oa méme maniéere qu'au chapitrél3, le
champ électrique est calculé avec la méthode des dipOlespés [27], en résolvant le systeme d¢
éguations suivant :

X
E®= Eo(rj;! )+ (1)k§  Go(r; ri;1)EPS (5.8)
1=

16 j

ou E° est le champ excitateur sur le dipdlg, Eq(r;;! ) le champ de la source sur le dipolg et
Go(r;! ) est la fonction de Green 2D scalaire dans le vide, donnée par

Gol(r roﬁ!):iZHgl)(kojr r9); (5.9)

ou HE,l) est la fonction de Hankel d'ordre zéro et de premier type. Lenamp électrique peut étre
calculé a n'importe quelle position de I'espace par la relah

E(t) = Eolri)+ (K Golr 1 JE™ (5.10)
j=1

Dans la suite, la grandeur étudiée est l'intensité di usée noyenne, dé nie par
D E

la (r;')= JE(;1)i® jh E(r;!)ij? (5.11)
A n de manipuler des expressions plus simples, il est int&sgant de décomposer le champ électrique
de la maniere suivante,

E(r;! ): EO(r;! )+ Esca(r;! ): (5-12)

Eo(r;!) est le champ créé par la source d¢,(r;! ) est celui créé par les di useurs. L'intensité se

réécrit alors
D E

Idi (r;! ): jEsca(r;! )J2 Jh Esca(r;! )'J 2: (5-13)

Ainsi, l4 (r;!) se calcule avec la contribution du champ di usé uniguemenPour étudier les proprié-
tés de di usion en champ lointain, il est préférable de traviler avec des grandeurs angulaires plutét
gue spatiales. Ceci revient a développer I'expression duachp électrique donnée par I'EQ.[{5.10)

en champ lointain, sous les conditions  r et L?= r.On aalorsjr rjj r ruj=r.Le
développement deGo(r  r;j;! ) en champ lointain est donné par
i(i 1) :
Go(r rj;3!) expliko(r iu:ry)l; (5.14)
4 k ol

ou u = r=r. L'expression deEs(r;! ) en champ lointain est alors

ii 1 X :

Esca(r;!) Zgak:zexp(lkor) (1 Yk3 exp( ikou:ry)E: (5.15)
0 j:]_

Dans l'expression deE¢4(r;! ), les dépendances radiale et angulaire sont séparées. Carienpartie

radiale n'est pas spéci que a la structure, I'étude peut danse restreindre &E¢4( ;! ) dé ni comme

X
Esca(:! )= (1)k§  exp( ikou:ry)E;f™; (5.16)
j=1
ou est I'angle repérant la direction deu, comme indiqué sur la Fig[513. L'intensité di usée peut

donc se réduire a
D E

Idi (;! ): jEsca( ;! )J2 Jh Esca( ;! )ijz: (5-17)
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Figure 5.3 Le systéme est éclairé par la gauche. L'intensité et le clpamoyen angulaires sont calculés dans
les directions repérées par I'angle compris entre0 et 2 .

5.3 Etude dans le régime de di usion simple

5.3.1 Intensité di usée, facteur de structure et sphere d'E wald

Pour illustrer les spéci cités des milieux hyperuniformeda propagation des ondes est d'abord étudiée
dans le régime de di usion simple. Ce régime correspond awsaau la taille du systéme est inférieure
au libre parcours moyen de Boltzmanng (! ) calculé dans le cas non corrélé. L'épaisseur optique
vérie donc b (! ) = L="g < 1. Dans ce cas on peut approximer le champ excitateur s'applant
sur chacun des di useurs par le champ incident. L'intensitéli usée se calcule simplement et s'écrit

* 2+ * + 2
X X
la (1) = expli(kou;  kous) r;]  E§ expli(kou;  kous) ;] Eg: (5.18)
i=1 j=1
Le premier terme est proportionnel au facteur de structurde second peut se réécrire de maniere
plus explicite :
* + 2 2
expli(kou;  kous) il hexpli(kou;  kous) rjli
j=1 j=1
N Z ?
expli(kou;  kous) rjJP(r)d*r ; (5.19)
j=1

ou P(r) = 1=V donne la probabilité de trouver un di useur enr,

* )(\l + 2 2 Z 5
expli(koui kous) rj] = Ve expli(kou;  Kous) r]
j=1

i ( koui  koug)j®; (5.20)
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ou ( k) a été introduite avec I'Eq. (4.14). Finalement, dans le réme de di usion simple l'intensité
di usée est donnée par :
2

lai (;' )/ NBRS[ko(ui ug)]i %j[ ko(ui  ug)li*; (5.21)

ou u; est le vecteur unitaire donnant la direction de propagatiome l'onde incidente etus, repéré
par , dé nit la direction de diusion. En régime de di usion simple, l'intensité di usée est donc
proportionnelle au facteur de structure (multiplié parN) corrigé du terme N2=V?j ( k)j?. Cette
correction tend vers zéro pour les angles6 0 quand la taille du systeme tend vers I'in ni et vaut
N2 en =0. Cela revient a retrancher la di usion vers l'avant de I'ntensité totale.

Il est intéressant de noter que le diagramme d'intensité disée peut étre déterminé directement a
partir de la carte du facteur de structure. L'intensité di usée dans la directiorus est donnée par le
facteur de structure avec comme argumerg = ko(u; Us) = Ki ks. Quand parcourt l'intervalle
[0;2 ], la pointe du vecteurq parcourt un cercle de rayorkg et centré en ki, comme le montre la
Fig. 5.4, ce cercle correspond a la sphére d'Ewald utilisée aistallographie (ici en dimension deux).

R

S(q) 60

Figure 5.4 Schéma montrant I'évolution du vecteug = ko(u; Uus) = kj ks avec dans la carte de facteur de
structure d'un milieu hyperuniforme. Polp < K= 4 l'intensité di usée est nulle et pouky > K= 4
l'intensité est di usée dans les directionspour lesquelsS(q) est non nul.

Pour les milieux hyperuniformes, il y a deux cas a considérer
le cercle d'Ewald reste dans le carré ou le facteur de strudure est nul, l'intensité di usée
est alors nulle dans toutes les directions,
le cercle d'Ewald sort de ce carré, la di usion s'e ectue alors essentiellement vers l'arriéere.

5.3.2 Simulations numeériques de l'intensité di usee

Les résultats des simulations numériques correspondantsxadeux cas évoqués précédemment sont
présentés sur la Figl_h]5. A titre de comparaison, l'intert& di usée est aussi calculée pour des sys-
temes non corrélées, de mémes taille et densité. La Figl a)5¢orrespond au cas ou le cercle d'Ewald
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est inscrit dans le carré , sous la conditionK = 8ky,. Comme établi dans la partie précédente, pour
les con gurations hyperuniformes (tracé continu bleu), ihtensité di usée est quasiment nulle, en
tout cas bien plus faible que pour les con gurations non ccétés (tracé pointillé rouge). Ce résul-
tat est important car il montre qu'un matériau désordonné pet avoir les mémes propriétés, ici la
transparence, qu'un cristal (comme montré dans le chapit@) du fait de la présence d'ordre local.

La Fig. 5.5(b) montre le cas ou le cercle d'Ewald sort du carré sous la condition K = 3:5kq. En
accord avec la Fig[’5}4 la di usion apparait pour un angle dique . lorsque le vecteurg sort de .
Cet angle se calcule aisément :

K
im =arccos 1 — 5.22
lim 2k0 ( )
Pour le casK = 3:5kq, l'angle ;, calculé vaut 138, en bon accord avec la valeur numérique
im = 134 . L'écart entre les deux valeurs théoriques et numeériquest ekl au fait que le facteur de
structure n'est pas nul pour des vecteurs de proches des bads comme montré dans la Fig. 5l2(b).
Numeériquement la di usion apparait donc pour un angle inféeur a l'angle calculé théoriquement.

---(n-c)

— ()

Figure 5.5 (a) Diagramme de l'intensité di usée pouK = 8Kk, ko'g = 444 et bg = 0:5. (b) Diagramme de
l'intensité di usée pourK = 3:5kg, ko' = 1015 et bg = 0:5. Pour les deux cakow = 60. (n-c)
Résultats pour les con gurations non corrélées, (h) Réatdtpour les con gurations hyperuniformes.

5.4 Etude dans le régime de di usion multiple

5.4.1 Lien entre facteur de structure et fonction de phase
Les matériaux hyperuniformes présentent donc des proprést originales en régime de di usion simple.
Cette section vise a montrer dans quelle mesure elles pdgsis en régime di usion multiple.

Comme montré dans le chapitré]2, dans les milieux dilués ergide de di usion multiple, la pro-
pagation des ondes est décrite par 'ETR. Dans cette équatiantervient la fonction de phase, qui
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détermine la fagon dont se répartit angulairement l'inteng lumineuse pour un événement de di u-
sion. Dans un milieu corrélé, elle peut se calculer facileniele maniére intuitive a partir du calcul de
l'intensité rayonnée en régime de di usion simple pour un &irement par une onde plane polarisée
TE [98].

En deux dimensions, la fonction de phase s'exprime aussi @Ve vertex intensité (voir chapitre Z)
selon

( keu®k,u;k,uCk,u)

u®u) = 5.23
p(u%u) y— (5.23)
q : . .
ouk, = <(k2). peutsapproximer en premier ordre en densité [98, 99]
O
— + L (5.24)
O

Dans le chapitre[#, il a été montré a I'Eq.[{4.14) que le facteule structure se décompose sous la
forme :

1

vzl (i (5.25)

S@=1+ h(g)+

Le facteur de structure moyenné peut ainsi s'interpréter @gpment a l'aide de diagrammes :

o O
Si= |+ |+ : (5.26)
o O

Le premier terme correspond a l'intensité produite par deushamps di usés par le méme di useur, le
second correspond a deux di useurs di érents et corrélésn @ le troisieme terme implique di useurs
di érents et non corrélés.

En soustrayant le troisieme terme du facteur de structure,eb expressions de et du facteur de
structure sont égales a un préfacteur prés. L'expression dacteur de structure corrigéhSeq i est
alors

MSeorri (q) =1+ h(q); (5.27)
Ou encore
2
. 1 X N 1 .
Seori ()= & XPlQir;) vz Ca)i* (5.28)

j=1

Par souci de cohérence, c'est cette correction qui avait éthoisie pour présenter les résultats géo-
métriques dans le chapitrél4. Remarquons qu'en zéro, comraeddcteur de structure vautN quelque
soit la con guration, le facteur de structure corrigé vaut bujours un. Ceci a des conséquences pour
la fonction de phase, qui dans la direction d'incidence esbujours non nulle.

La fonction de phase est alors reliée au facteur de structupar

) = L s e (529
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Pour un milieu dilué, on peut faire I'approximation :k; kg, la fonction de phase est alors

o(u:u) = % Seon kot WY (5.30)

De méme, la dé nition générale du libre parcours moyen, en dimension deux est donnée par
z
1 1
— = ( keuskeulkousku9d ; (5.31)
Sca 8 k r

et s'exprime, en régime dilué, avec le facteur de structuremme

1 i (1)j2k3 £ .
So= LS i oty u9d (5.32)
Sca

5.4.2 Condition pour avoir un matériau hyperuniforme trans parent

Les Eq. (5.30) et Eqg. [5.32) montrent que la fonction de phaset le libre parcours moyen sont
proportionnels au facteur de structure corrigé. Le cas desilmux hyperuniformes tels queK > 4k,
semble donc particulierement intéressant car il apparaitoonme un cas pathologique ou la fonction
de phase est nulle et le libre parcours moyen tend vers l'inijhaux e ets de taille nie pres. Dans
ces conditions, les milieux hyperuniformes sont transpare Seulement, pour obtenir ce résultat le

vertex intensité a été approximé. La transparence n'est dorobservée que sipeut étre approximé
avec le facteur de structure, I'objectif de cette section ede déterminer le cadre de validité de cette
approximation.

D'une maniere générale, dans un milieu désordonnést donné par (en se limitant aux premiers
digrammes en corrélations voir chapitrél2) :

O 77N VAR
_ i+;+1 L (5.33)
O 7/ N 7/

Dans les milieux hyperuniformes les deux premiers termes dge compensent. A |'ordre le plus bas,
I'expression de devient donc

:I 0, € 1+ . ; (5.34)

Ainsi lorsque le facteur de structure est nul, le libre pareos moyen n'est pas in ni. Dans ce cas le
libre parcours moyen se calcule (voir 'EqQ[{Z.82)) selon

y4
O 01 <[ (1)Go(NIh(r) Jo(kor)rdr; (5.35)

N 2
sca \

ou Jp est la fonction de Bessel de premiéere espece et d'ordre zérk,eest approximeé parky. Un ordre
de grandeur du libre parcours moyen donné par I'Eq.{5.85) pes'obtenir en calculant la self-energy
de I'équation de Dyson. Le développement a l'ordre le plusds en ko' g] ! donne (voir chapitre[2)

- 0+0—0 (5.36)
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Cette expression de se calcule dans I'espace de Fourier adapproximation on-shellk = kqu,
" z, 4
( ko) = %ké (') 1+ Wkg ") Go(r)h(r) Jo(kor)rdr ; (5.37)
0

le second terme étant de I'ordre de={k, g ). Cette derniére estimation associée a I'E4.(5.135) donnau
ordre de grandeur pour le libre parcours moyen régl., dans un milieu hyperuniforme ©sca  ko'3.
Le milieu sera e ectivement transparent dans le cas ou le sgme est encore en régime ballistique
c'est-a-dire pour . L, condition qui se réécrit sous la forme :

h3 kO\B . (538)

Cette relation donne une condition pour que le milieu hypeniforme puisse étre transparent. Elle
est aussi originale car elle lie deux grandeurs fondamemslde la propagation d'ondes en milieux
complexes : le niveau du désordre donné plag’ g et I'épaisseur optique du systéme donnée phs.

5.4.3 Reésultats numériques

Les simulations numériques en accord avec la condition d@par I'Eq. (5.38) sont e ectuées et
présentées sur la Fig. 5l6. Pour ces calculky’ g = 44:4, I = 5. Le résultat déja obtenu en régime de

Figure 5.6 (@) Intensité diusée |4 (;! ) en fonction de pour :bs = 5, K = 8kg, ko'g = 44:4 et
Nconf = 20 con gurations hyperuniformes (ligne bleue continue) etrcgurations non corrélées de
méme densité et de méme taille (ligne rouge pointillée). Agrandissement de la partie centrale
de la gure (a). (n-c) : Résultats pour les con gurations nocorrélées, (h) : Résultats pour les
con gurations hyperuniformes.

di usion simple est retrouvé, sauf pour proche de zéro a cause des e ets de taille nie qui donnent
lieu a de la diusion vers l'avant (contrairement au cas de lali usion simple la fonction de phase
n'‘est pas nulle vers l'avant). C'est un résultat remarquale car simplement en ajoutant de I'ordre
local dans les con gurations non corrélées, il est possilule passer d'un systeme opaque a un systéme
transparent sans pour autant que le systeme devienne crilita
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La Fig. 54 montre un exemple pouk, g = 11 et by = 20, ne véri ant donc pas la condition de
I'Eq. (B38). Dans le cas des con gurations hyperuniformedes e ets de taille nie ne sont plus
négligeables. La fonction de phase s'élargit et le libre maurs moyen diminue. Toutefois, l'inten-
sité di usée reste modérée par rapport au cas non corrélé. @i indiqgue que la condition de
Eq. (5:38) ne semble pas trop exigeante. Toutefois dans lescau les diagrammes d'ordres supé-
rieurs commencent a donner de la di usion multiple, il est psbablement encore possible d'introduire
de nouvelles contraintes a n de minimiser I'in uence ces dgrammes.

Figure 5.7 Intensité diusée I4 (;! ) en fonction de pour :bs =20, K =8Kkp, ko' =11, et Neons = 20
con gurations hyperuniformes (ligne bleue continue) etncgurations non corrélées avec la méme
densité (ligne rouge pointillée). (n-c) Résultats pour kesn gurations non corrélées, (h) Résultats
pour les con gurations hyperuniformes.

5.5 Au-dela de I'hyperuniformité

Le facteur de structure gouverne la di usion d'ondes dans wsysteme ordonné ou désordonné. Comme
il est possible de contréler le facteur de structure de mamngarbitraire, des structures aux propriétés
surprenantes peuvent émerger. Par exemple une structure mufacteur de structure est nul sur un
carré mais non nul sur le cercle d'Ewald d'une longueur d'oeddonnée. En pénétrant dans le mi-
lieu une seule couleur serait di usée, alors que les autresrraient un facteur de structure nul, cas
de la Fig[5.8(a). Ainsi en sortie de I'objet la lumiére auraiperdu une couleur. Il est donc possible
d'imaginer des matériaux qui, a l'instar du ciel, apparai@it rouge et serait bleu en transmission.
Des structures pourraient permettre d'aller plus loin en neonservant qu'une portion non nulle du
cercle d'Ewald pour di érentes couleurs, comme le montre Rig/5.8(b). De cette maniére l'objet ap-
paraitrait de couleur di érente selon la direction d'obseration. On observerait donc de l'irridescence,
mais due a une structure désordonnée. Ces applications datéur de structure sont amusantes mais
néanmoins assez limitées car elles ne fonctionnent que paoe seule direction d'incidence.
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(a) (b)

Figure 5.8 Zones gris clair :S(k) non contraint, zones gris foncéS(k) = 0. (a) Facteur de structure pour
di user une longueur d'onde spécique, zone rougeS(k) = 1. (b) Facteur de structure pour
di user plusieurs longueurs d'ondes dans des directiongcsgues, zones coloréesS(k) = 1.

5.6 Conclusion

En conclusion, les propriétés optiques des milieux hyperformes ont été étudiées. En di usion
simple, ces milieux peuvent étre transparents ou di user laumiére vers l'arriére. En di usion mul-
tiple la transparence peut étre conservée sous réserve diav ko g. Ces résultats montrent
gu'en introduisant des corrélations dans le systeme il esbgsible de changer considérablement ses
propriétés de transport, mais aussi qu'il est possible d'sscier des propriétés des milieux cristallins
(comme la transparence par exemple) a celle des milieux désmnés (comme l'isotropie statistique
ou la facilité de fabrication) en introduisant ou en contr@nt des corrélations dans le systeme. Ce
travail ouvre la voie pour I'étude d'autres propriétés optijues, comme par exemple l'indice e ectif,
qui pourrait présenter des caractéristiques remarquablesa compréhension et I'étude des bandes
interdites photoniques constitue également une suite parente pour ces travaux.
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Chapitre 6

E et des corrélations du désordre sur
I'absorption
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6.1 Introduction

Jusqgu'a présent, dans le travail présenté dans ce manusctiabsorption a été négligée. Pourtant dans
la matiére elle existe toujours. Généralement I'absorptioest pergcue comme un inconvénient car elle
induit inévitablement une perte de signal. Cependant dansedains domaines, comme la conversion
d'énergie photovoltaique, I'absorption du matériau est s des grandeurs d'intérét car elle est a la
source du processus de transformation de lumiere en énergectrique.

Le développement de I'exploitation de I'énergie solaire mstitue un important champ de recherche
transdisciplinaire, liant la science des matériaux [10005], I'optique [106| 107] et la nano-photonique [108
116]. Dans ces travaux de recherche, les structures étudié®nt souvent de type cristalline (réseau

de diraction), mais les structures désordonnées ont récenent suscité l'intérét comme approche
alternative pour augmenter I'e cacité des cellules photowltaiques [7/ 117 123]. En n a titre d'infor-
mation, en s'inspirant de structures biologigues, un maté&u présentant au moins 98% d'absorption
entre 400 nm et 1400 nm quelque soit l'incidence et la polaton a été réalisél[124].
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Vo -
\
s~ \ ‘ 1

Figure 6.1 Schéma de particules interagissant selon un potentiel ghéxes dures, elles ne peuvent s'approcher
les unes des autres a une distance inférieusegl occupent un volume ctifVo = 4=3 (a=2)3.

Dans le chapitrel®, il a été montré que l'introduction d'orde partiel dans un milieu désordonné peut
changer de maniere spectaculaire ses propriétés de di usidl est donc légitime de se demander
s'il est possible de modi er ses propriétés d'absorptionrsplement en ordonnant partiellement sa
structure. L'objectif de ce chapitre est d'étudier une te# possibilité en régime dilué avec des ondes
scalaires en dimension trois. Le milieu modele est formé dieudeurs absorbants baignant dans un
milieu héte non absorbant. La situation inverse, ou des di seurs non absorbants baignent dans un
milieu héte absorbant, est bien évidement possible [125,612Dans une premiére partie, le probleme
est abordé de maniére théorigue et formelle avec la détermiion des coe cients d'extinction ¢, de
di usion 4, etd'absorption s prenant en compte les corrélations du désordre (ces coe ats sont
les inverses des libres parcours moyen d'extinction, de dsion et d'absorption). Dans une seconde
partie, les prédictions pour o et aps SONt confrontées a des simulations numeériques.

6.2 Calcul des coe cients d'extinction ext, de di usion sca
et d'absorption abs

6.2.1 Systeme d'intérét
Di useurs ponctuels et absorbants

On considere un systéme formé de di useurs petits devant larigueur d'onde de maniére a pouvoir
étre traités dans I'approximation dipolaire. La réponse dedi useurs a une onde scalaire en dimension
trois est représentée par une polarisabilité(! ) donnée par

4 gc 1 _
I% 12 !(%+i(R+ NR)!3:!8’

()= (6.1)

I o est la pulsation a résonance,r rend compte des pertes par di usion et yg des pertes par absorp-
tion. ! o, r et yr dépendent des propriétés optiques et géométriques des diaurs (voir chapitre2).

Dans toute la suite du chapitre, I'absorption est donc intrduite avec nr. Pour ygr nul, I'expression

de la polarisabilité véri e la relation de conservation d'gergiekoIm[ (! )] = k3j (! )j>=4 issue du

théoreme optique, comme établi dans le chapitfeé 2.

Introduction des corrélations du désordre

Les corrélations du désordre (c'est-a-dire ici les corréilans entre les positions des di useurs) sont
guant a elles introduites avec un potentiel de sphéres duresif [29]. Des particules interagissant selon
un tel potentiel ne peuvent pas s'approcher a moins d'une tisice inférieure au rayon d'exclusion
a et peuvent étre placées indi éremment l'une de l'autre logu'elles sont distantes d'au moinsa.
Chague di useur occupe alors un volume ctif\Vy = 4=3 (a=2)3, comme lillustre la Fig.[6.1.
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Figure 6.2 Fonctions de corrélations de paire utilisées pour le chbemi-analytique de€ ext, sca €t abs. Elles
sont évaluées avec des con gurations de 8000 points corgesians une sphere de raydh (voir

annexd B).

Le niveau des corrélations est alors évalué par la fractionlumique e ective dé nie commef = Vg,

étant la densité. Pourf 0:5 le systeme est peu corrélé et pofir 0:5 le systéme est trés corrélé.
En particulier les di useurs ne sont plus positionnés de madre indépendante, la probabilitéP (r;r9
de trouver un di useur enr?sachant qu'un autre di useur est enr est donnée par

P(r:rd= P(r)P(r9[1+ h(r:r9; (6.2)

ou P(r) est la probabilité de trouver un diuseur enr. En généralP(r) = 1=V, V étant le volume
du systéme, lorsque le systéme est statistiguement homogeh(r;r9 est la fonction de corrélation
de paire, elle donne I'écart a l'indépendance d&(r;r9. Pour des systémes invariants par translation
et statistiquement isotropes,h(r;r% peut s'écrire h(r), avecr = jr® rj. Des exemples de fonctions
de corrélations de paires correspondant au potentiel de gghs dures sont présentées sur la Fig.16.2,
celles-ci sont évaluées numériqguement (voir annexée B).

6.2.2 Principe du calcul

Comme établi dans le chapitr€l2, le coe cient d'extinction o S'exprime avec laself-energyinterve-
nant dans I'équation de Dyson. Avec l'approximatioron-shellexposé dans le chapitrgl 2, il est donné
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par

(6.3)

[0 [
ouk = RekZ]etk? = ki+ ( k), ko étant le module du vecteur d'onde dans le vide. Laelf-
energy peut s'exprimer sous la forme d'un développement diagramitique, qui prend la forme
d'un développement de Taylor en puissance de la densiteA I'ordre un elle est donnée par

ou dans cette représentation, un cercle représente un di@isr. o, est alors donné par

ext = Kolm[ (V)] (6.5)

Le résultat valide dans le régime de di usion indépendantdr{dependant Scattering Approximation
ou ISA en anglais) est alors retrouvé, ¢ = ext> OU o = Kolm[ (!)] est la section e cace
d'extinction d'un di useur. Avec l'expression de (! ) de I'EQ. (61), ex est donnée par

_ 4k806 rR( R+ NR)

t_ .
= 1312 19)2+( v+ nRr)S

(6.6)

De méme ¢, S'exprime avec le vertex intensité apparaissant dans I'équation de Bethe-Salpeter.
En dimension trois pour des ondes scalaires, avec I'appmmgtion on-shel| <., est donné par
Z

! ( keu:ku®k u:k,u9d © (6.7)

sca: 16 2

A l'ordre un en la représentation diagrammatique de est

= i; (6.8)

ou dans cette représentation la ligne verticale entre les we di useurs indique que ceux-ci sont
identiques. s, est alors donné par

= k—éj (1)i* (6.9)
Ssca 4 . . .

Le résultat de I'approximation de I'échelle est retrouvé, sca =  scas OU sca = K§j (1)j>=4 est
la section e cace de diusion. Le libre parcours moyen de Bédmann "5 = 1= ¢, est également
retrouvé. Avec l'expression de (! ) de I'Eq. (B1), sca €St donnée par

_ 4k & .
> 13(t2 135)%2+( r+ nR)AE

(6.10)

Remarquons que, dans le cas de di useurs non absorbants, éemservation de I'énergie imposes., =
ext- Dans le cas d'un milieu absorbant, le coe cient d'absorptin s €st donné par ey scas SON
expression est alors

abs = abs: (6.11)
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~

OU aps = ext sca- Avec l'expression de (! ) de I'Eq. (61), aps €St donnée par

_ 4k 3c® R nR .
b _— .
- 1512 18)2+( r+ nr)S

(6.12)

Il est important de noter que la présence d'absorption mode toutes les sections e caces (en e et
sca dépend aussi de \r).

Pour prendre en compte les corrélations du désordre dans Houl de ¢ et s des processus

de di usion incluant plusieurs di useurs doivent intervenr dans le calcul de et . En particulier,
dans le chapitre[5, il est montré que pour un milieu désordoércorrélé, le vertex intensité est bien
approximé par

O
= + (6.13)
O

ou une ligne discontinue relie deux di useurs corrélés paa ffonction de corrélation de paireh(r).
Cette écriture laisse penser qu'en approximant de maniéréquivalente comme

= 0+ 0O—0: (6.14)

ou une ligne pleine horizontale représente la fonction de &m du videGy, il est possible d'obtenir
ext €1 sca de facon satisfaisante.

Cependant pour calculer le coe cient d'absorption .5 de maniére able, les expressions deey
et < doivent véri er la conservation de I'énergie en absence disorption, c'est-a-dire e = sca

Avec les approximations proposées pour et, la conservation de I'énergie ne peut étre véri ée que
dans le cas d'un désordre décrit par un continuum [127]. Poun désordre décrit avec des di useurs

discrets, il est nécessaire de compléter les expressions de pour obtenir des expressions pour

ext €1 sca prenant en compte les corrélations du désordre et véri antlconservation I'énergie. Ce
qui apparait en plus dans le cas de di useurs ponctuels estdusion récurrente, c'est-a-dire le fait
que l'onde puisse étre di usée plusieurs fois par les mémasuseurs.

La condition sur la conservation de I'énergie pour des mili& non absorbants constitue l'identité de
Ward [37]. Elle revient a écrire ¢ = sca, C€ QUi entre les termes de et revient a écrire

Im[(k) _ 1 7
K, © 16 2

( keu:ku®k u:k,u9d © (6.15)

Dans I'Eq. (615), aucune approximation n'est e ectuée suret . Toutefois, les développements
diagrammatiques de et sont des développements limités en puissance de L'identité de Ward

impliqgue que les développements limités de et s'identi ent, c'est-a-dire que la conservation de
I'énergie doit se véri er indépendamment a chaque ordre.

Dans la suite, pour tenir compte des corrélations, |'étudeserestreinte a I'ordre deux. Les diagrammes
pris en compte contiennent alors au plus deux di useurs dikents. Pour obtenir ¢ et o, il €st

alors nécessaire d'identi er et de calculer tous les diagranes d'ordre un et deux dans et . Le
calcul pour est présenté dans la parti€’6.213 et celui pourdans la partie 6.2.4.
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6.2.3 Calcul du coe cient d'extinction ext pour un milieu désordonné
corrélé

Il existe deux types de diagrammes a prendre en compte danscklcul de a l'ordre deux. Il

y a d'abord ceux ou les deux di useurs du diagramme ne sont pasrrélés, ils correspondent a la
di usion récurrente. Dans ces diagrammes, I'onde peut atlet venir une in nité de fois entre les deux
di useurs. Deux classes de diagrammes se distinguent alozsux ou I'onde commence et termine sur
le méme di useur [diagrammes boucles (L)] et ceux ou elle taime son trajet sur l'autre di useur
[diagrammes boomerangs (B)] [38]. La contribution des diegnmes boucles a est

N PN o N~ L
L_?u?+<I>UYU?+CI>UYUYU?+"' (6.16)

Les deux di useurs reliés par une ligne brisée sont identiga. Celle des diagrammes boomerangs est

—_ ) fl\ ) fl\ ) fl\ ) fl\ ) fl\ M) s
B = CE \ j/ 2>+<|> YO Y (I>+<I> O O0—0—0—0 (I>+

(6.17)

Ces contributions se calculent comme des sommes géomée B3/ 128].

L'autre type de diagrammes est celui ou les di useurs sont m@lés. Les deux classes de diagrammes
présentées précédemment sont retrouvées en ajoutant larétation entre les deux diuseurs, les
contributions  |.cor €t B.cor & SONt respectivement

— L L ) /—\/I\ O fl\ O fl\
Loon = O—0—0+ O 5 . & O+ O—0—0—0—0—0—0+:u (6.18)

- b ) + /-\fl\ ) fl\ O + /—\fl\ O fl\ ) fl\ ) +
B;corr—(E A j/ ED <|> 1 \IJ U \IJ (I> (|> 9 \.I/ 9 \.I/ O \.I/ (I)

(6.19)

En plus de ces diagrammes, les corrélations font apparaitie autre diagramme, donnant o

7 N

cor = O—O: (6.20)

L'expression de (k) est alors [33]

L. . s 2l t*Go(r;! )?
t2 h(Go(r! )expik Ndr+ 2 [1+h(N]l—5= w7

| 2 b o)

Z 4 | 3 L L; corr

2 t GO(r!! )

+ 7 [+ hlg t2Go(r! )?

|
B+ B; corr

(k)=t + d®r

exp(ik r)d®: (6.21)
}

out=k3 (!)etGy(r;! )=exp(ikor)=4r .

Ces intégrales sont trop complexes pour pouvoir étre caléel analytiguement, dans la suite elles
sont évaluées numériquement. Cependant ces intégralestsmmnvergentes mais au sens faible, ce qui
rend I'évaluation numérique di cile. C'est pourquoi une renormalisation est appliquée. La méthode

consiste a remplacer dans ces intégral&(r;! ) par la fonction de Green moyenndG(r;! )i [128],
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cela revient a ajouter des diagrammes dans le calcul de . Erégime dilué, la fonction de Green
moyenne est donnée par (voir chapitrgl 2)

exp(ike 1)

hG(r;! )i = AT ;

(6.22)

q_ ——
avecke = ki+ ( k). Commek, a une partie imaginaire non nulle, les intégrales écrites épr
cédemment sont absolument convergentes. Deux équationsugi@ées pour sont alors obtenues :

8 Z Z 3 . ); 2
- 3 hG(r:!
% (k)= t+Z 22 h(r)hG(r! )i exp3(|k e+ 2 [+ h() - tzk((rs(r;)!l)iz 3
LG )i |
% + 2 [1."‘h(r)]1t 7 rg'(lr;)!l)izexp(lk r)dsr; (6.23)
2t )i = PR Dy im( Ko)]=2k:

4r '
Dans la pratique ce systeme d'équations se résout par itéi@is, en prenant comme point de départ
( k)= t.hG(r;!)i est alors déterminée, de méme quey avec

Im k
o = LK, (6.24)
r
6.2.4 Calcul du coe cient de di usion sca pour un milieu désordonné
corrélé

La démarche pour la détermination de I'ensemble des diagramas d'ordre deux pour le vertex inten-
sité est similaire a celle pour laself-energy mais est moins intuitive.

Pour la di usion récurrente, il apparait six classes de diagmmes a considérer, elles sont présentées
avec leurs premiers diagrammes |38, 128] :
échelles irréductibles (EI)

=\

El = + (6.25)

croisés (C)

c = X + (6.26)

échelles bouclées (EB)

Eg = + + (6.27)

croisés en avant (CA)

cA = + (6.28)
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boucles (B)

B = + (6.29)
Le calcul de ces di érentes contributions est alors netteme plus délicat car il faut considérer tous
les aller-retours possibles entre les deux di useurs. Lelcal donne [38] :

échelles irréductibles
!

Z
1
O kO = 242 1 \i2 o
e (K:k%k:k9 jitiz  jtGo(r:! )j TN B 1 d°; (6.30)
Croisés
Z H -1 )2
c(kkCkky = 7tz GO h b kO (6.31)

j1  t2Go(r;! )3j?

échelles bouclées
|

Z H
. 1 . .

s (KKCK:K9) = 2jtj2  2RefGo(r;! )] RN CDEL 1 [exp(k r)+exp(ik® r)]d3r;

(6.32)
croisés en avant '
Z .

1
1,01, . —_ 2:4:2 3,
CA(k1k ,k,k% - th Jl tzGo(r;! )2j2 1 exp[l(k k% r]d r; (633)
boucles

z 1 !

s(K;k%k:k9Y = ?jtj? 1 d: (6.34)

j1 t2Go(r;! )32
Pour les mémes raisons que dans la section 6.2.3, la renorsadion est aussi appliquée eG, est
remplacée pahGi. L'identité de Ward en I'absence d'absorption n'est alorséri ée que de maniére

approchée car les digrammes ajoutés pour etne sont plus équivalents.

De méme que pour , les versions corrélées de ces diagrammxestent et sont données par
échelles irréductibles corrélées (El,corr)

)

. + (6.35)

El:corr = |,

croisés corrélés (C,corr)

e N

Cicorr = % + (6.36)

échelles bouclées corrélées (EB,corr)

. + Nl o+ (6.37)

EB:corr — |, N
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croisés en avant corrélés (CA,corr)
CA;corr — > + (6.38)
boucles corrélées (B,corr)

Bicorr = | 7 + (6.39)

Ces diagrammes se calculent de la méme maniére que les vassimon corrélées en pondérant les
intégrants par h(r).

Les corrélations font aussi apparaitre six autres diagrames, leur contribution est donnée dans,,

O
cor = 1t + + + + : (6.40)
O

Les versions non renormalisées des cing premiers diagrareroet été rencontrées dans le chapitfé 5.
La contribution de ces termes a ¢c,, NOtée scacorr, SE€ Calcule comme

2 Z .
scacorr = 21t1'2 h(r )Slnk(i( Ve +4 2 h(r) Reft hG(r;! )i]SInlikrr)rdr
Z r
+ Zjtj*  h(r)jhG(r;! )ij?r*dr: (6.41)

Le coe cient de di usion est alors obtenu en additionnant I'ensemble de ces contributions plus la
contribution d'ordre un,
sca — 16 2

( keu;ku®k u;k,u9d © (6.42)

La connaissance dedonne également la fonction de phas@(u;u? (voir chapitre P),

( keu®k,u;k,uCk,u)

p(u®u) = (6.43)
4 sca
Le facteur d'anisotropie peut donc étre calculé selon
1
9= o= u® up(u® ud ; (6.44)
ainsi que le coe cient de transport , dénicomme =1=" (° étant le libre parcours moyen de

transport),

(1 9 (6.45)
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Figure 6.3 (@) Calcul semi-analytique de ¢« (f ) sans absorption. (b) Calcul semi-analytique de.s(f ) sans
absorption. (c) Ecart & la conservation de I'énergie, déaomme( ex sca)= ext- LES variations
de ext €t sca SONt de l'ordre de 20% en présence de corrélations, alord'§oart a la conservation
de I'énergie est de 0.3%, ce qui montre la validité de la méhale calcul employée. Parameétres :
ko'g =50, =7:5 10¥m 3,1 =2:25 10%s 1, 1,=3 10%s ! Rr=10%s let ygr =0
s L.

6.3 Calcul semi-analytique de ext: sca©l apspour un milieu
désordonné corrélé

6.3.1 Calcul de ¢4 et gca Sans absorption

Cette partie a pour but de véri er la validité des expression de 4 et e Obtenues précédemment.
Seulement, les intégrales dans ces expressions sont tromgiexes pour pouvoir étre déterminées
analytiquement, en particulier a cause de la fonction de a@ation de paire qui n'est pas connue
analytiquement (voir Fig.[6.2). Ces intégrales sont calcéés numeériguement par une routine standard
d'intégration. Les expressions des coe cients d'extinctin ¢ et de diusion ¢, sont donc semi-

analytiques.

Un cas ou les corrélations du désordre in uent beaucoup swsl propriétés optiques macroscopigues
est choisi pour faire en sorte de s'éloigner drastiquement das de la di usion indépendante. Comme
dans le chapitré’b, la densité est donc prise de maniere a ce que la distance moyenne entresdiurs
hdi soit de l'ordre de la longueur d'onde . Or, la condition kq g 1 est nécessaire pour queey,

sca € aps eXxistent. Comme g = 1= 44 On akg g 1=k3 sca ainsi la condition ko' g 1 est
équivalente a £k3 sca- L€S di useurs sont donc hors résonance.

En cohérence avec les conditions explicitées précédemmégt calculs semi-analytiques sont e ectués
avec les paramétres suivants := 7:5 10®¥m 3,1 =2:25 10%s 1,1,=3 10 et g =10%s 1.
Ces paramétres donnenky, g =50 et hdi = =0:6. yr est d'abord pris nul (milieu non absorbant)
pour Véri er la conservation de I'énergie et la cohérence &a les calculs de ¢ et  sca.

Les Fig.[6.3(a) et Fig.[6.8B(b) montrent les résultats des aalls de o et s pour des fractions
volumiquesf allant de 0 & Q35. Les variations de ¢ €t s, Sont signi catives avecf . La Fig.[6.3(c)
montre |'écart a la conservation de I'énergie, celui-ci ede 'ordre de 03%, ce qui montre la [égitimité
de la méthode de calcul employée.
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6.3.2 Calcul de oy, sca€©t aps €n présence d'absorption

Les calculs semi-analytiques sont maintenant e ectués aveine absorption non nulle dans les dif-
fuseurs. Le niveau d'absorption est donné paryg. Si  nr r le milieu est peu absorbant et si

NnR > r le milieu est tres absorbant car la majorité de I'énergie céd par le champ a la matiére
est absorbée et non di usée. La Fid. 6.4 montre les résultatisl calcul semi-analytique des di érents
coe cients en fonction du niveau de corrélation du désordréévalué parf) pour plusieurs niveaux
d'absorption. La Fig.[6.4(a) présente le coe cient d'extirction o, la Fig. 6.4(b) le coe cient de
di usion 4, la Fig.[6.4(c) le coe cient d'absorption 4, la Fig. [6.4(d) montre I'évolution relative
de a5 avec les corrélations, la Figl_6l4(e) présente le facteuradisotropie g et la Fig. 6:4(f) le
coe cient de transport

On constate que I'évolution relative de ,,s avec le niveau de corrélation est assez modeérée. Cette
observation peut s'interpréter de maniere qualitative aveles développements diagrammatiques de

ext €1 sca €N distinguant certains termes. En particulier, on retienpour la self-energyl'expression
suivante :

- 0+0—0: (6.46)

et pour le vertex intensité les diagrammes suivants :
O
= + | (6.47)

Comme indiqué précédemment, ces développements pour ete Vérient pas la conservation
de I'énergie en l'absence d'absorption. Néanmoins, en mdgi dilué, la contribution de la di usion

récurrente est faible, de méme que celle des autres diagraesmide dus aux corrélations, comme
cela a été observé dans le chapitfé 4. L'ensemble de ces dbuations reste cependant essentiel pour
véri er la conservation de I'énergie. A partir des Eq.[(6.4pet Eq. (6:44), aps €St donné par

oS bt 22tot00 h(r)COS(krr)Smlg( 1) exp( extr)dr
r
z . 5 5
bt 20 h(r) sin (k,rk)zexp( e’“r)dr thjz h(r )sm (ke r) dr: (6.48)
r

out=ki (') =t%+ it Commeky,'s 1, on peut supposer (au moins a faible absorption) que
1=ky “ext €tdonchdi "¢y, carhdi . h(r) est non nulle seulement sur des distances inférieures
a quelgueddi. Donc, dans les intégrales de I'Eq[{6.48), il est possibl&agproximer exp( exz) par
l'unité. 45 Se simplie donc comme

h(r) cos(;r) sin(k; r)
k2
Z h(r) sin?(k, r)
@ "

abs = abs T 22t0t00
o 2;08 (6.49)

Les principales contributions dues aux corrélations, a saiv celles données par les diagrammes
©)

| et O/—\O; (6.50)
O
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Figure 6.4 (a) Résultats du calcul semi-analytique deey en présence de corrélations et d'absorption. (b)
Résultats du calcul semi-analytique dec, en présence de corrélations et d'absorption. (c) Résul-
tats du calcul semi-analytique deaps en présence de corrélations et d'absorption. (d) Evaluatio
de I'évolution de s avec les corrélations pour plusieurs niveaux d'absorpterc le rapport

abs(f; NR)= abs(f =0; NR), Ce résultat suggére queans dépend peu des corrélations. (e) Cal-
cul du facteur d'anisotropigy en présence de corrélations et d'absorption. (f) Calcul d cient
de transport = 1=" en présence de corrélations et d'absorption. Paramétrdg’'s = 50,
=75 10®m 3,1 =2:25 10% 1, 15=3 10%s let r=10%s 1.
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Figure 6.5 Géométrie du systeme pour le calcul numérique dg:. Le systéme est un cylindre de rayon
R=1:66 10 ®m et d'épaisseut variable.N points sont disposés a l'intérieur avec une densité
=7:5 10® m 3 selon un potentiel de sphéres dures de rayon d'exclugicaractéristique des
corrélations. Le systéme est éclairé par un faisceau gansi# taille transverse = 8:38 10 6 m,
focalisé au centre du systéme. Le champ moyen est calculérsécran & une distand® =10 ®m
en sortie du systéme.

sont donc quasi absente dans,,s et ceci est valable quel que soit le niveau de corrélation auriveau
d'absorption. Or, comme montré dans le chapitrgl 5 ce sont cesntribution qui changent le plus
et . De plus, les diuseurs sont hors résonance, aingj! 0 ett® t% Les modi cations de .ps
engendrées par les contributions des autres termes dg; et s, he peuvent étre que modérées. Ce
dernier résultat suggere l'approximation suivante,

abs(f; NR) = abs: (6.51)

puisque les corrélations et la di usion récurrente n'ont qun faible impact sur le coe cient d'absorp-
tion 4. Il €st en n utile de préciser gu'il n'a pas été possible de tailler .5 pour yr= r < 0:05,
car en deca d'un certain niveau d'absorption, 4ns devient comparable a l'incertitude numérique due
a la méthode d'intégration retenue.

6.4 Evaluations numériques de ext 1 abs

6.4.1 Evaluations numériques de ext

Le but de cette partie est de véri er la validité de I'expresen obtenue pour ¢ en la confrontant

a des simulations numériques exactes de la di usion et de isorption d'une onde dans un systeme

désordonné corrélé. ., donne I'amortissement du champ moyen dans le milieu, la déteination de
ext Va donc s'e ectuer en calculant le champ moyen transmis a tvars le milieu di usant.

Le systéme pour le calcul numérique des, consiste en un cylindre aplati dans lequell di useurs
sont répartis aléatoirement. Le milieu est ensuite éclaiggar un faisceau gaussien de taille transverse
inférieure a son rayon, permettant d'éviter les e ets de tdlie nie, tout en étant grande devant
la longueur d'onde pour approcher une onde plane. La géométdu systeme est présentée sur la
Fig. 6.5.

Le champ se calcule de la méme maniére que dans le chapiire &da méthode des dipbles couplés
en résolvant le systeme d&l équations suivant,j allant de 1 aN (pour les calculsN est compris
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Figure 6.6 Calcul de l'atténuation du champ moyen pour plusieurs é&msaursL du milieu. Le calcul de ey
sans corrélations, donc avec la di usion récurrente sedtmne un excellent accord avec les valeurs
numériques. En présence de corrélations, I'écart entredatp théorique et numérique est .
Parameétres ko'g =50, =7:5 10¥m 3,1 =2:25 10%s 1, 1,=3 10%s 1, Rr=101s1

- 1
et N\ =0 s ~.

entre 20000 et 45000),

X!
EPC= Eo(rjil )+ (1)KE Go(rjiri! JEP: (6.52)
|=

16

E“ est le champ excitateur sur le di useurj et Eo(r;;! ) est 'amplitude du champ rayonné par la
source sur le di useurj. Une fois les champs excitateurs déterminés, il est possilde calculer le
champ a n'importe quel endroit de I'espace par principe de garposition, en utilisant

E(i1)= Eo(ri )+ (G Golriny 1 EP (6:53)
j=1

Le champ moyen est alors calculé dans un plan a une distaride= 10 ® m en sortie du milieu. En
chaque point du plan, l'intensité du champ moyen est, en thée, amortie d'un facteur exp( excL)
par rapport a l'intensité incidente. A n d'accélérer la corvergence du calcul numérique, ce facteur
est moyenné sur la portion centrale du plan d'observation.

Les résultats numériques sont présentés sur la Fig. 6.6. t&rd entre les données numériques et
semi-analytiques est excellent en I'absence de corrélato Pourf = 0:05 les données numériques et
semi-analytiques présentent un écart de 3%, probablemeni dux e ets de taille nie. Cet écart est
néanmoins modéré et ne remet pas en cause la validité de la no@te de calcul analytique de ¢y .

6.4.2 Evaluation numérique de abs

L'évaluation numérique de .5 €st moins simple que celle degy, car il n'existe pas de grandeur qui
ne dépende explicitement que de,,s. Cette di culté va étre contournée en calculant la puissane
absorbée dans un milieu soumis a un éclairement particulier
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Calcul analytiqgue de la puissance absorbée pour un éclairem ent lambertien et lien avec

abs

Un éclairement lambertien est uniforme, isotrope et spati@ment incohérent. Il peut étre vu comme
un ensemble d'ondes planes incohérentes se propageant danges les directions de l'espace. Physi-
guement, cette illumination correspond a celle d'un corpsoir a I'équilibre [129].

Intéressons-nous tout d'abord au cas d'un systeme non abisant mais éventuellement corrélé. En
régime dilué la propagation de la lumiére est régie par I'Eqgtion de Transfert Radiatif (ETR).
Pour un systéme non absorbant soumis a un éclairement lamben, le calcul de lintensité est
élémentaire [130]. En e et, les conditions de bords impogepour la luminance, a la surface du
systeme pour des vecteurs rentrants, L(r;u) = Lo, ou L, est la luminance du faisceau lambertien.
Ainsi L(r;u) = Lo dans le systéme est la seule solution de I'ETR véri ant les nditions de bords.
Notons en particulier qu'elle ne dépend pas des corrélat®au désordre du systeme considére, c'est
la l'intérét d'avoir choisi un éclairement lambertien.

Dans ce cadre, passons maintenant au calcul de la puissanbsabées dans un systéme absorbant.
Par dé nition, la puissance absorbée ,ps dans un volume élémentaire @t positionné enr est donnée
par

ou u(r) est la densité d'énergie. La puissance absorbée dans leiguilest alors
z
Pabs(f; NR) = C abs y u(r)d®r; (6.55)
ou V désigne le volume du systéme. Il est intéressant de décongrag(r) de la maniere suivante
u(r) = up+ u(r); (6.56)

ou Ug =4 L o=cest la densité d'énergie en l'absence d'absorption et(r) I'écart a uq introduit par
I'absorption. La puissance absorbée est alors
z

Pabs(f; NR): C abs V[u0+ U(I’)]d3l’1 (6-57)

En considérant un milieu peu absorbant, 4,5 tend vers 0 de méme queu (r). Ainsi a l'ordre le plus
bas, la puissance absorbée est donnée par

Pabs(f; NR) = C apsV W; (6.58)

La puissance absorbée est donc proportionnelle g,s dans ces conditions. Pour faire le lien avec
le calcul numérique, le lien entraug et Lo ne sut pas. Il faut exprimer la puissance absorbée en
fonction de lintensité de I'éclairement lambertienl, = jEqj?. En absence d'absorption, la densité
d'énergieug s'exprime comme
1
Upg = é olo: (659)

Dans un milieu peu absorbant, la puissance est nalement doée par

1
Pabs(f; NR) = é oC absVIO . (6-60)

Pour cette approximation, un milieu peu absorbant est comp comme un milieu tel queL "4,
avec aps = 1= 45 et L la taille caractéristique du systeme. Si de plus, I'approxiation de I'Eq. (6.51)
est appliqguée, un ordre de grandeur pouWr,,s est donné par

1
Pabs(f; NR): é oC absVIO: (6-61)



92 CHAPITRE 6. ABSORPTION EN MILIEUX DESORDONNES CORRELES

- - o

4 N
P [ ) a N
- \
,/. I/ \ \\
7 1
> o / [ ) ' @ , \
/ AN \
/ PY ® Y
] o \
> ! o
1 o o 1
di . ®
0 1 ° 1
1
9 1 . R !
' 1
\
\ . . . 1
5 . /
\\ o //
. ] () L

Figure 6.7 Géométrie du systeme utilisé pour I'étude numérique de laissance absorbée sous éclairement
lambertien d'intensitél 5. Le systeme est éclairé par un ensemble d'ondes planesd$ité dy se
propageant dans toutes les directions de l'espace. Nunoéneent, do est dé ni commel =M,

M étant le nombre total d'ondes planes de I'éclairement. Lgaa du systéme esR et le rayon
d'exclusion entre les di useurs est

Simulations numériques

A n de véri er la prédiction analytique de la partie précédente donnée par I'Eq. (6.60), des simulations
numériques sont e ectuées. Le systéeme retenu est une spharkintérieur de laquelle les di useurs
sont disposés aléatoirement selon un potentiel de sphéresas, comme l'indique la Fig. 6.7.

La puissance absorbéR,us par un di useur soumis a un champ excitateuie ¢ se calcule comme [24]

1 -
Pabs = = 0C abs] E % (6.62)

2

Pour une onde plane incidente donnée, les di érents champgcéateurs sur les di useurs sont dé-
terminés par la méthode des dipbles couplés (voir chapitrg. 8a puissance absorbée par le systéeme
pour l'onde plane considérée est alors

1 X i [= exci2
Paps = 5 oC s JEI% (6.63)

2 i=1
Comme [l'éclairement est incohérent, la puissance absorltééale est alors la somme des puissances
absorbées pour chaque onde plane constituant I'éclairerhéambertien,
Mo Y
JEGTS (6.64)
I=1 j=1

[EEN

Pabs = = 0C abs

N

ouM est le nombre total d'ondes planes de I'éclairement. Notoasl passage qu'avec I'EqQ. (6.63) il est
évident qu'en di usion simple I'absorption du systéme ne dg#end pas des corrélations du désordre.
Le module du champ excitateur est en e et le méme sur tous lesubeurs. La taille du systeme est
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donc choisie de maniere a ce que l'épaisseur optidue(dé nie comme by = 2R="g) soit supérieure
a un pour éviter d'e ectuer une comparaison triviale.

Le calcul numérique est e ectué avec les parametres prés&sfprécédemment ky g = 50, by = 3:1,
=75 108¥m 3! =225 10%s 1, 1,=3 10%s !, g =10%s ! etle rayon du systétme est

R =10 °m. L'absorption est introduite avec yr.Le nombreM d'ondes planes de I'éclairement est

pris égal a 5000 de maniere a avoir une discrétisation sagisiinte et un temps de calcul raisonnable.

La Fig. 6.8 présente les résultats du calcul de la puissancesarbée pour ygr= g allant de 10 °
a 1. Ces calculs sont e ectués pour quatre niveaux de corréidms avec une fraction volumique
e ective f allant de 0 a 02. Numériguement on observe que la puissance absorbée dépgeu du
niveau des corrélations. Ces résultats suggerent égalemendomaine de validité de I'approximation
proposée précédemment, notamment avec la Fig. 6.8(a) oypfaoximation de I'Eq. (6.51) est la plus
légitime carf = 0. Cette gure indique que pour wr=r < 5 10 3, ou de maniére équivalente
2R="4s < 1:5 10 ? (avec "aps = 1= aps), la puissance absorbée est bien évaluée par I'Eq. (6.61).

Ainsi, pour les systemes corréléB,s(f; nr) = % oC absV lo pour yr=r <5 10 3, car comme
expliqué dans la partie 6.3.2, as(f; nr) Ne change pas d'ordre de grandeur quand varie. Les
Fig. 6.8(b,c,d) montrent donc que as(f; nNr)= ans(f = 0; nr) NE varie pas signi cativement avec
f (au plus de 0.06 pourf = 0:2) pour yg=r < 5 10 3, en accord avec les prédictions de la
partie 6.3.2. Toutefois, il n'a pas été possible de conframt ces évaluations numériques de,,s avec
celles de la Fig. 6.4, ces derniéres ne donnant pas de rédsltables pour \r= r < 0:05.

6.5 Conclusion

En conclusion, I'absorption des ondes optiques dans desigik désordonnés corrélés a été étudiee.
Les coe cients d'extinction o, de diusion ¢ et d'absorption ., Ont été calculés pour des mi-
lieux désordonnés corrélés par une approche diagrammatqlLe coe cient ¢ a pu étre déterminé
numériquement et comparé aux valeurs analytiques de margeésatisfaisante. Le coe cient s a
aussi pu étre déterminé numériguement et la faible dépendande ,,s avec le niveau de corrélation
a pu étre interprétée et véri ée numériguement. Ce résultatonstitue une premiere étape impor-
tante dans I'étude de l'absorption des ondes dans les miliewlésordonnés corrélés. Une seconde
étape consisterait a calculer la puissance absorbée avee uméthode de type Monte Carlo pour un
éclairement sous onde plane et une géométrie plus réalistey de mieux comprendre l'impact des
corrélations du désordre sur la puissance absorbée.
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Figure 6.8 Calculs numériques de la puissance absorbée pour desmgstélésordonnés corrélés. Pour évaluer

I'in uence des corrélations, ces puissances sont rappsta celles du systéme non corrélé et a celle

calculée par la méthode perturbative donnaPys = % o€ apsVlo, (@) f =0, (b) f =0:05 (c)

f =0:1et(d) f =0:2. Ces résultats suggerent guey,s dépend peu du niveau des corrélations

et que l'approximationPgps % oC absV lo est valide pour y\r= r < 5:10 3. On en déduit

gue aps dépend peu des corrélations pougr= r 1. Parametres kg'g = 50, by = 3:1,
=75 108m 31 =225 10%s 1, 15=3 10%s et g = 10%s I, lintensité du

I'éclairement lambertier o est prise égale a l'unité.
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Corrélations spatiales du taux de
désexcitation d'un émetteur uorescent
dans un milieu désordonné corrélé
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7.1 Introduction

L'imagerie est I'une des principales applications de I'étle des ondes en milieux désordonnés. La
propagation des ondes dépend en e et de la structuration eed propriétés du milieu désordonné dans
lequel elles se propagent. Ainsi, en analysant les ondesisaises ou ré échies par ces milieux on peut
espérer recueillir des informations permettant de détermér leurs propriétés. Cependant la di usion
multiple altere la lisibilité des signaux et l'interprétation des mesures peut s'avérer particulierement
délicate. C'est pourquoi l'imagerie constitue une grandénématique de recherche [82] car les milieux
complexes sont omniprésents a I'état naturel, les exemplles plus représentatifs étant les milieux
biologiques.

Pour imager les milieux complexes, il existe plusieurs apgmhes. Tout d'abord I'optique cohérente
[Optical Coherence TomographyOCT) en anglais] permet d'imager les milieux complexes, grarti-
culier biologiques, proche de la surface car cette technegast limitée au régime de di usion simple [1].
En régime de di usion multiple, la tomographie optique di use permet d'imager les milieux en pro-
fondeur mais la résolution se dégrade tres rapidement [13Wne autre approche est d'associer les
ondes optiques et acoustiques pour imager un milieu. L'image acousto-optique en est un exemple
prometteur. Elle permet de pro ter de la bonne résolution dg ultrasons et du bon constrate optique
des tissus [132, 133], mais sa mise en +uvre est délicate.Pl@cemment une nouvelle technique uti-
lisant I'e et mémoire a été mise au point pour imager direct@ment a travers un milieu di usant [134].
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Une autre possibilité pour imager les milieux complexes edintroduire des émetteurs, par exemple
des molécules uorescentes, et de mesurer leur taux d'énmiss [135]. En e et ce taux d'émission
dépend fortement de I'environnement de la molécule et estqmortionnel a la densité locale d'états
LDOS (Local Density of State¥ [19, 136] (voir chapitre 2). Il est essentiellement domingar les
interactions de champ proche [137, 138] et dépend de l'oti@tion du dipdle de la source [139].

Il est intéressant de noter également que les uctuations deDOS ou de sont directement reliées
a la corrélation Cy [2, 140]. Introduite par B. Shapiro [141], cette corrélatio non-universelle est de
portée in nie et n'existe que si la source est enfouie dansrdlieu. Il s'agit de la composante continue
de la corrélation d'intensité C(r;r% donnée par

Lo~ N9
C(r,rc) = W (71)
On a ainsi
o= MO hai o 72

h (I’)I hi (r%l continue h i2
Ainsi la mesure de la statistique de permet de remonter a ctt corrélation Cy [142].

Ce chapitre propose une autre approche pour recueillir lesformations sur le milieu a partir de .
Notamment a travers sa corrélation spatiale, c'est-a-diren observant comment évolue, en moyenne,
en déplacant la source dans le milieu. L'objectif ici est dgoroposer une dé nition d'une nouvelle
corrélation, notéeC , et de déterminer comment elle est reliée a la microstructirdu milieu, en
particulier aux corrélations du désordre et a I'environneent local de la source. A n d'illustrer ces
dépendances, des simulations numériques sont d'abord dw®es en régime de di usion simple, puis
interprétées par un calcul analytique. Une étude numériquest ensuite e ectuée en régime de di usion

multiple.

7.2 Grandeurs statistigues associées au taux de désexcita-
tion

Ce travail s'appuie sur les travaux d'A. Cazé sur les uctuabns de LDOS [2]. Revenons dans un pre-
mier temps sur les principaux résultats de cette étude. Lesqpriétés statistiqgues du taux d'émission

sont étudiées pour des systemes en dimension trois et poues ondes vectorielles. Les systemes
considérés sont constitués di particules diélectriques. Aussi pour étudier I'in uence ds corréla-
tions, un potentiel de spheres dures est introduit entre legdi useurs. lls sont ainsi habillés d'un
volume ctif Vy = 4=3 (a=2)° ou a est le rayon d'exclusion du potentiel de sphéres dures dorat |
valeur est choisie arbitrairement, et qui peut étre bien pkigrande que le rayon réel des di useurs.
Le niveau des corrélations est évalué avec la fraction volique e ective f dé nie comme le volume
ctif occupé par les diuseurs habillés rapporté au volume total V, f = NVp=V. La source est
un dip6le électrique placé dans le milieu. La géométrie dussgme est présentée sur la Fig. 7.1.

Les distributions du taux de désexcitation sont obtenues etalculant pour un grand nombre de

con gurations du désordre. La Fig. 7.2 présente des disttitions de LDOS pour plusieurs fractions
volumiques e ectivesf . On observe que plu$ est grand plus la largeur de la distribution diminue. Ce
résultat peut s'interpréter simplement, comme une dominain du taux d'émission par les interactions
de champ proche entre la source et les di useurs. Lorsqi& et a sont du méme ordre de grandeur,
la source interagit avec un seul di useur a une distancB,. Ceci a pour e et de limiter les valeurs
maximales de et de réduire la largeur de sa distribution.



7.2. Grandeurs statistiques associées au taux de désexcitation 97

Figure 7.1 Schéma de la géométrie du systéme pour étudier les uctoas de dans la Réf. [2]. Les cercles
représentent les di useurs. A cause du potentiel de sphél@®s ctif imposé lors de la génération
du milieu, ils ne peuvent pas s'approcher a moins d'une dis¢ea les uns des autres. Le disque
rouge représente la source, elle est entourée d'un domdewellision de rayomRy que les di useurs
ne peuvent pas pénétrer.

(a) (b) N diuseurs
2 di useurs
1 di useur
o
@]
f

Figure 7.2 (@) Distribution statistiques de LDOS (proportionnelle wataux d'émissions ) pour di érentes
fractions volumique$ [2]. (b) Cp en fonction de la fraction volumique. La largeur des distitibns,
de maniére équivalent€g, dépend def . Plusf est grand, moins cette distribution est large et
plus Cy est petit.
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Figure 7.3 Géométrie du systéme pour étudier les corrélations sgatiale . La source est initialement posi-
tionnée enry et est déplacée en plusieurs positiads Les di useurs sont positionnés de maniére
désordonnée mais ne peuvent s'approcher les uns des autmes distance inférieure & De méme
ils ne peuvent approcher I'axe central du systéme d'uneadiisé inférieure &o.

L'étude e ectuée dans ce chapitre s'inscrit dans la contirité de ces travaux. Son objectif est de
déterminer comment évolue le taux de désexcitation d'unew@e en changeant sa position dans le
milieu. L'approche la plus simple consiste a considérer qiee source se déplace en ligne droite. La
géomeétrie cylindrique est alors la plus adaptée pour le ndli, elle permet notamment d'approcher
l'invariance par translation dans la direction de déplaceent de la source. Le milieu désordonné est
donc compris entre deux cylindres concentriques, I'un dey@n Ry ou la source se déplace et l'autre
de rayonR dé nissant le milieu di usant (voir Fig. 7.3). La grandeur datistique d'intérét est alors
la corrélation spatialeC , indiqguant comment sont corrélées deux valeurs de pour deupositions
di érentes de la source. Sa dé nition est donnée par

h( ro) ( rd)i .
hCrih (17 * (7.3)

avec évidemmeniCy = C (ro;ro). Les travaux des parties suivantes cherchent a déterminkgs infor-
mations qu'il est possible de recueillir sur le milieu déstonné a partir deC .

C (rord) =

7.3 Etude en régime di usion simple

7.3.1 Calcul numérique de C

A n d'identi er les dépendances deC en fonction des parameétres du milieu et d'aiguiller son calc
analytique, une étude numeérigue est e ectuée en régime deusiion simple. Le systeme est constitué
de N particules diélectriques sphériques de petite taille dentala longueur d'onde a n de pouvoir les
traiter dans l'approximation dipolaire électrique. La rémnse de ces di useurs a une onde vectorielle
est modélisée par une polarisabilité (! ) donnée par

6 gC 1 _
()= 12 12 124 gl3=12

(7.4)

Il s'agit d'une polarisabilité de type oscillateur résonainde fréquence de résonande, et de largeur
spectrale r.! et r dépendent des propriétés géométriques et diélectrigues dk useurs, c'est-a-
dire de leur volume et constante diélectrique(! ) comme montré dans le chapitre 2.
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Le taux de désexcitation est calculé de la méme maniére qua LDOS dans le chapitre 3. Le champ
produit par un dipdle sourcep est déterminé par la méthode des dipbles couplés en résotvin
systeme deN équations suivant

exc — |2$ | | kZX\I $ Cep el exc.

E7™ = ol “Go(rj;rsi! )p+ (M )kg  Golrj;ris! )EF™ (7.5)
1=1
16

our; est la position du di useur |, rs la position de la sourceE le champ excitateur s'appliquant

$
sur le di useur j et Gg est le tenseur de Green du vide. Ce tenseur est solution dejii@tion vectorielle
(avec condition d'onde sortante a I'in ni)

$ $ $
ro r Go(rir®) KoGo(r;r®%)=1 (r r9; (7.6)

$ . o : : o -
ou | est le tenseur identité en dimension trois. L'expression de, est

#
$ $ ikgr 1% exp(ikor)
4 Op Y = 0 of).
Go(rsri!)= 1 u u+ W(I 3u u) “ar (7.7)
our=jr rf,u=(r r95r rYetko=!=c =2= .Ilestalors possible de calculer le champ

partout dans I'espace et en particulier a la position de la soce. En moyennant ce champ sur les
di érentes orientations du dipdle source, la LDOS(rs;! ) est obtenue (voir I'EqQ. (2.12) du chapitre 2)

2! $
(r;')= ?Im TrG(rir;l) (7.8)

$ $
La LDOS dans le vide ¢ est calculée en remplacanG par G, dans cette derniére équation

|1 2

0= 2_03; (7.9)
La LDOS normalisée s'écrit
$
. Im Tr G(rgrs;!)
(rs,!) si:l's
- ; 7.10
0 ko:2 ( )
de maniére équivalente
$
Im Tr G(rsrs;!)
— = ; (7.11)

0 Ko=2
ou ¢ est le taux d'émission de la source dans le vide.

En lien avec les travaux sur la corrélatiorCy e ectués par A. Cazé [2], les in uences du rayon d'ex-
clusion R, et des corrélations de positions entre di useurs, mesurépar f , sont d'abord envisagées.
Les parametres numériques sont tout d'abord choisis pour gue systeme soit largement dilué et en
di usion simple : by = R="g =7:96 10 2 et produit ko'g = 131. Aussi toutes les longueurs sont
petites devant la longueur d'onde =942 nm, ce qui permettra de faire lI'approximation de champ
proche dans la section suivante, simpli ant ainsi signi civement le calcul analytique deC .

La Fig. 7.4(a) montre les tracés de&C pour plusieurs fractions volumiques e ectives allant dé =
2 10°%af =0:1etavecRy =4 nm. Le cas non corréléf( = 0), n'est pas retenu pour des raisons
numériques. En e et, dans ce cas, les distances entre lesudieurs peuvent étre trés proches ce qui
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a pour e et de faire diverger rapidement la fonction de GreerOn remarque que I'amplitude deC
diminue lorsquef augmente, cette observation étant cohérente avec les rdatd obtenus pourC,.
En particulier, sur ces tracésCy se lit enjro rj = 0 par dé nition. La Fig. 7.4(b) montre les tracés
de C normalisés pour plusieurs rayons d'exclusioR, et avecf = 2 10 3. Cette gure tend a
montrer que la largeur deC est proportionnelle aRy. De maniere intéressante, il semble donc que
les in uences def et Ry puissent étre séparées, c'est-a-dire g donne essentiellement la largeur,
alors quef n'intervient que dans I'amplitude deC .

(a) —f=2 10 3 ——Rp=1nm
1200 f=1 10 2 0.9 Ro=2nm
f=5 102 —~ o5 Ro =3 nm
oo —f=01 =) —Ro=4nm
~—~~ 0.7
3 O
— I 0.6
800 Q
oo Sos
.= 600
N—r 0.4
oo
S
O 400 = 0.3
200 O o
0.1
0 1 1 1 L — 0 1 I —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
r ro (m #10° r ro (m #10°
0 0 0 0,

Figure 7.4 Tracés deC en régime de di usion simple, avég' g = 131 et bg = 7:96 10 2. Paramétres :
l =2 10 Hz,'o=3 10%Hz, =1 10 Hz, =3:78 10* m3etR =75 nm. (a)
C (ro;rS) pour di érentes valeurs de compacitds avecRo = 4 nm. L'amplitude deC diminue
quandf augmente. (b) Tracé deC (jr§ roj) pour plusieurs rayons d'exclusion aviec 2 10 3.
La largeur deC est proportionnelle Ro.

La partie suivante propose un calcul analytique d€ permettant de con rmer les dépendances en
f et Rp qui ont été observées numériqguement.

7.3.2 Calcul analytique de C

Pour un systeme en régime de di usion simple on peut consi@érque l'interaction entre la source et
un di useur est indépendante des autres di useurs. est als donné par

X! $ 5
— =1+ 2kolm  (1)Tr Go(rjsros! ) (7.12)
j=1

o

$
ou ro est la position de la source et; la position du di useur j. En développant I'expression dé&,
il vient
X exp(2kr ;) " 10 6 4 12 K
— =1+ 2kom P i

+ +io— ;
0 i=1 (4 r j)2 (kl’j)2 (kl’j)4 krj (krj)3

ourj =jrj roj.

(7.13)

L'approximation de champ proche s'applique pour les distaes trés petites devant la longueur d'onde

. Elle revient a ne conserver que le terme de plus haut degré en' et négliger tous les autres.
L'expression de devient alors
3im[ (1N 1,

=1y 22 AT 7.14
0 4k8 j=1 rje ( )
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La corrélation C (r;r9 est dé nie comme

h(ro) (ro)i
h(ro)ih (r9)i

Le calcul deC (rq;rd) est e ectué dans la géométrie présentée précédemmenf.ro) ( rd)i et h( ro)i
se calculent comme
z
0y; 0 ¥ 3
h(ro)(ro)i = (ro) (ro)P(frjg)  d°ry; (7.16)
j=1

C (roird) = (7.15)

Z W
h(ro)i =  (roP(frjg)  dr; (7.17)
j=1
ou P(fr;g) est la densité de probabilité associée a la con guratidirjg. En prenant pour I'expres-
sion de I'EqQ. (7.14),h( ro) ( rd)i se développe comme

* oz 0 N 10 2 1 ¢
| |
(ro)z(ro) _ @1+3Im[ g.)] _ 1 .GA@1+3Im[ g.)] .01 _AP(fr;g) &r,
0 4k j=1fo Tj) 4k j=1 Ifo  Tj) j=1
* + * 1 0 12
0 1)y 24 W A
= ( rO) + ( ro) 1+ 73"“[ g )] @ o 1 '6A d3rj:
0 0 4k ji=u o i1° =
(7.18)
En développant le produit dans l'intégrale de cette dernieréquation, il vient :
* o’ * + ot 31 | Loz 1
( rO)Z( o - (rd , () 5, 3m g ) . P (r)d’r
0 0 0 | 4K v I To)’Jr  To)
F 27
3im (1)) ° 1 3 g
+N(N 1) ————= - — —P (rq;r2)d’r,d°r;: 7.19
( ) 4K 3 veifs Tt rg® (ro;r2)dradr ( )

OnaP(r)=1=V et P(ryry) =[1+ h(ry;r2)]=V2, ot h(ri;ry) est la fonction de corrélation de paire
introduite dans le chapitre 2. En notant = N=V la densité et en remarquant que

* +
gim[ ()% 1 o (ro) .
T 1; (7.20)
h( ro) ( rd)i se réécrit comme
* 0 + * +* 0 + | ZZ
(ro)(re) _  (ro) (ro) . 3im[ ()] 1 4
5 0 0 4k3 vir rofér rgje
|
3im[ ()] %% 1
2 . 3 3, .
7‘”(8 Ve Tooir r8j6h(rl’r2)d rd°ro: (7.21)

Finalement en considérant( ro)i = h( r)i et en supposant une parfaite invariance par translation,
C (ro;r) devient

-
Corty= 3MLMIo * 7 1 3
o 4K3h(ro)i  vir roijr rge
Z
+ ! h(r1;ro)d3r1d3, - (7.22)

vz jry rojSra  rgjé
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Pour les faibles fractions volumiquedh(ri;r,) est approximée de la maniére suivante

1sijr; rp<a

0 sinon (7.23)

h(ryirz) =
ou a est le rayon d'exclusion du potentiel de sphéres dures. Cetexpression pour la fonction de
corrélation de paire est fausse en toute rigueur, mais coitgse une bonne approximation pour les
faibles corrélations du désordre [29]. L'expression @& (ro;rg) est alors
. ! #
Im[ ()] o % d®r 2 1 ¢ d®r,
4 h(ro)iks vir o orejSjr e viry  rei® vy jra  rdj

C (roird) =

(7.24)

ou V(r,) est le volume d'exclusion pour un di useur placé en;. Dans la limite des faibles fractions
volumiques on peut considérer quesjr, rJj varie peu avea, surV(r;) et donc faire I'approximation
1=r,  rdj®  15ry  r{j® dans I'Eq. (7.24). En remarquant quef = V I'expression deC (ro;rd)
est alors

9 (Im[ (!)]0)2 z dr

S0y T .
Card= 5 Zkancrgi & D uir Tor T

(7.25)

L'intégrale de I'EqQ. (7.25) se calcul analytiquement, I'epression obtenue est particulierement lourde.
En prenant la limite R, R I'expression deC (ro;rd) est alors grandement simpli ée :

m[ (1) o ° jfo r32+28R3

h(ro)ik§ Ri(ro rg2+4R3q [ (7.26)

C (ror)= 55 (@ 1)

ouh(rg)i==1+3=32 Im[ (!)]=(k3R3). La largeur a mi-hauteur "1, de C (rq;rd) se calcule et
vaut -, = 0:89R,. Ainsi dans ce systeme, la mesure des corrélations de avecgosition de la
source donne une information sur I'environnement local delte-ci, plus précisément la distanc®
gui mesure la distance au plus proche voisin. L'observatidaite a partir des simulations numériques
est donc retrouvéeR in uence la largeur et I'amplitude deC , alors quef ne modi e que I'amplitude
de C . Ce résultat est toutefois restreint dans cette analyse aggime de di usion simple.

7.4 Etude en régime de di usion multiple

La méme étude est e ectuée en régime de di usion multiple. Lgroduit ko g vaut 4:4 et I'épaisseur
optique bs vaut 2:5. La Fig.7.5 montre que, grace aux interactions de champ mtee, la largeur de
C est toujours proportionnelle aR,. En revanche la dépendance aux corrélations est inversée pa
rapport au cas de la di usion simple. Quand la fraction volungue e ective f augmente I'amplitude
de C augmente aussi. L'interprétation de ces résultats est netnent plus complexe que dans le cas
du régime de diusion simple et nécessite des investigatisrsupplémentaires qui vont au-dela du
premier travail exploratoire mené dans le cadre de cette the.
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Figure 7.5 C (ro;rd) pour diérentes valeurs de compacitds en régime de di usion multiplekg’s = 4:4 et
bg =2:5 Paramétres ! =3 10% Hz,! =3 10 Hz, g =10°Hz, =12 m 3 Rp=100
nmetR=1:1 m.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle corrélatio@ a été introduite. Elle rend compte de la corrélation
du taux de désexcitation pour deux positions d'un dipble soce dans le milieu. Cette corrélation
renseigne sur deux caractéristiques importantes du miliedésordonné. Elle renseigne d'abord sur
I'environnement local de la source par sa largeur et sur leveau de corrélation entre les hétérogénéités
du milieu par son amplitude. L'étude en régime de di usion mitiple est plus di cile a interpréter.
Dans ce régime la largeur d€ semble toujours renseigner sur lI'environnement local de $aurce
mais sa dépendance aux corrélations du désordre reste a cmmgre. Néanmoins la corrélatiorC

se révele étre une grandeur potentiellement intéressant®ys imager les milieux complexes a des
échelles inférieures a la longueur d'onde.
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Chapitre 8

Conclusion

En conclusion, la propagation des ondes en milieu désordéna été étudiée dans di érents régimes.
Le chapitre 2 a posé le cadre général de ces travaux de théseragpelant les principes et outils
fondamentaux. Les concepts élémentaires comme I'équatide Helmholtz, la fonction de Green et la
gure de speckle ont été rappelés. Le modele retenu pour lasdeption du désordre a été présente,
dans I'ensemble du manuscrit il s'agit de di useurs ponctue disposés dans le vide. Les équations
fondamentales régissant la propagation des ondes en mikedésordonnés ont été présentées, no-
tamment avec les équations de Dyson, de Bethe-Salpeter éiduation de Transfert Radiatif. Ces
éguations ont été introduites par l'approche diagrammatige, qui constitue I'un des outils théoriques
les plus utilisés lors de ces travaux de thése.

Dans le chapitre 3, un régime trés particulier de la propag@in des ondes a été étudié. Il s'agit de la
localisation d'Anderson, c'est-a-dire la capacité pour umilieu su samment hétérogene de con ner
les ondes dans une certaine région de I'espace. L'étude mege a été e ectuée en systeme bidimen-
sionnel ouvert pour des ondes en polarisation TE et s'est tigyuée des approches traditionnelles
car elle s'est intéressée a une réalisation unique du déserdCette approche est légitime puisqu'en
optique il est possible de résoudre le speckle. L'étude $'a@spirée de résultats pour la géométrie
quasi-1D, décrit par la théorie des matrices aléatoires. Da cette géomeétrie, pour une réalisation
du désordre, la transmission est assurée par un nombre ni @eodes, dont la pénétration dans le
milieu est exponentielle. Ainsi pour des systéemes asympimiement grands, un mode domine expo-
nentiellement tous les autres en sortie. Le signal transmést donc donné par un seul mode et son
allure est invariante avec les conditions d'illuminationLe but de ce chapitre a été de déterminer si
cette manifestation de la localisation était encore validpour un systéme ouvert en dimension deux.
Une realisation particuliere du désordre a été considérgeur di érentes conditions d'illumination

la gure de speckle a été calculée. Les deux régimes se sontsahettement di érenciés. En régime
localisé, l'allure de la gure de speckle n'a pas changé, edogu'elle a varié en régime di usif. Pour
quanti er cette invariance, une fonction de similarité a é proposée. Celle-ci est dé nie de maniére
a ce gu'elle vaille un lorsque l'allure de la gure de specklee change pas et soit di érente de un
lorsqu'elle varie. Cette fonction a été proposée comme unuwveau critere pour la localisation d'An-
derson. A partir de ces résultats, une collaboration avec Mg Chen de I'ENS, pour la réalisation
d'échantillons, et Valentina Krachmalniko de l'Institut Langevin, pour les mesures optiques, a été
lancée a n de valider expérimentalement ce critére. Ces tédtats fournissent également un excellent
point de départ pour I'éventuelle mise en évidence de la Ildisation d'Anderson pour des ondes
vectorielles en dimension trois, qui constitue la suite natelle de ces travaux.

En régime dilué, les travaux e ectués dans ce manuscrit oniopté sur I'in uence des corrélations du
désordre sur la propagation des ondes. Pour ce faire, unesska particuliére de milieux désordonnés
corrélés a été introduite dans le chapitre 4. Il s'agit des feux hyperuniformes pour lesquels le facteur
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de structure est nul sur toute une zone du réseau réciproqugne méthode de génération numérique
tres e cace de ces milieux a été présentée et a permis de gé&rédes con gurations pour |'étude
des propriétés optiques. La propagation des ondes dans calenx a été abordée dans le chapitre 5.
L'importance des corrélations du désordre a alors été mise évidence de maniere spectaculaire. En
e et, l'introduction d'un ordre partiel dans le milieu a permis de passer d'un milieu opague a un
systeme transparent sans changer ni la taille de la structimi la densité de di useurs. Le ressort
principal de cet e et repose sur les interférences entre leades émises par les di érents di useurs du
milieu. En di usion simple, l'intensité émise dans une diretion particuliére est donnée par le facteur
de structure. Ainsi, si celui-ci est nul dans la direction atsidérée, l'intensité émise dans cette direction
est aussi nulle. C'est ce qui fait I'intérét des milieux hypeniformes, le milieu est alors transparent.
L'apport principal de ces travaux a été de montrer que la trasparence résiste a la di usion multiple.
Il a été montré, a I'aide des diagrammes et numeériquement, geette approximation est valide lorsque
I'épaisseur optique est petite devant le produiky g. Ce travail ouvre la voie pour I'étude d'autres
propriétés optiques, comme par exemple l'indice e ectif,uj pourrait présenter des caractéristiques
remarquables. La compréhension et I'étude des bandes imliées photoniques constitue également
une suite pertinente pour ces travaux.

Vu l'importance des corrélations sur les propriétés de dision, il était l1égitime de s'intéresser aux
propriétés d'absorption, notamment a la dépendance du coeient d'absorption ,,s avec les cor-
rélations du désordre. Les travaux du chapitre 6 ont reposérsun approfondissement des concepts
présentés dans le chapitre 2, permettant d'obtenir des exgasions pour les coe cients d'extinction

ext €1 de diusion 4, tenant compte des corrélation du désordre et véri ant la caervation de
I'énergie pour des systeme non absorbants. Ces travaux onbntré que le coe cient d'absorption

abs dépendait peu des corrélations du désordre. Comparé aux cients d'extinction ¢, et diu-
sion ¢, Ce résultat peut paraitre étonnant. Il s'explique, dans ua approche diagrammatique, par
le fait que la principale correction introduite par les corlations est la méme pour ¢ et s Si
bien qu'elle est absente de gy sca €t donc de . Les travaux de ce chapitre représente une
premiere étape dans I'étude de l'absorption dans les miliewlésordonnés corrélés. La suite logique
consiste maintenant a calculer la puissance absorbée avee méthode de type Monte Carlo pour un
éclairement sous onde plane et dans une géométrie plus italia n de mieux comprendre l'impact
des corrélations du désordre sur la puissance absorbée.

En n dans le chapitre 7, une corrélation particuliere a été tadiée, celle du taux d'émission d'un
émetteur poncutel calculé en di érents points. Les travauprésentés dans ce chapitre ont pris comme
point de départ les études sur la statistique du taux d'émigm. Elle est en e et révélatrice de
I'environnement local de I'émetteur et des corrélations a& le milieu. Les travaux de ce chapitre
ont constitué un prolongement de ces études et se sont int&sés aux variations du taux d'émission
avec la position de I'émetteur. Ces travaux ont conduit a la@nition d'une fonction de corrélation
spatialeC . Cette fonction se révéle potentiellement intéressante pol'imagerie sub-longueur d'onde
car ses dépendances avec l'environnement local de la sowicdes corrélations du désordre peuvent
étre découplées. La corrélatio€ se révele donc étre une grandeur potentiellement intéreatapour
imager les milieux complexes a des échelles inférieures dtayueur d'onde.



Annexe A

Théorie auto-cohérente et longueur de
localisation pour des ondes scalaires en
deux dimensions

A.1 Théorie auto-cohérente construite a partir d'une ap-
proche diagrammatique

Le principe de la théorie auto-cohérente est d'établir uneg@ation de di usion pour l'intensité lu-
mineuse pour un systeme hors du régime dilué [143 145]. Elbensiste a établir deux équations
couplées. La premiere est une équation de di usion pour ltensité u, la seconde est une équation
pour le coe cient de di usion dépendant de u. Cette annexe montre le calcul établissant ces deux
éguations en deux dimensions pour des ondes scalaires damsnilieu in ni, il peut se généraliser
pour un milieu de taille nie [145].

Dans la suite on considére deux type de diagrammes, tout daddl les di usons :

les di usons correspondent a I'approximation de I'échelld_'autre type de diagrammes sont les coope-
rons (aussi dénommés diagrammes croisés au maximum), ilgeggrésentent de la maniere suivante

—2

En ne considérant que les diagrammes di usons et cooperoléguation de Bethe-Salpeter est donnée
par

I‘Gérl;rO)G (ra;ro)i = hG(ra;ro)ihG (r2;ro)i
+  hG(ror)ihG (rord)i (rorsirars) hG(rare)inG (ra;ro)i drdd?rdd?rad?ry; (A.1)

ou = ¢+ p, c pourlacontribution des cooperons etp pour celle des di usons. On a de plus
¢ = p. Pour un milieu éclairé par un dipdle source placé en, l'intensité u s'exprime avec la
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fonction de Green dans le cas d'un dipble source positionngrg comme

u(r:ro) = % ol o 2pithG(r;ro)G (riro)i: (A.2)

Pour la suite il est utile d'introduire la densité d'énergieup obtenue dans le cadre de l'approximation
de I'échelle.up satisfait I'équation de di usion suivante

Dg up(r;ro)=A (r ro); (A.3)

OUA = jpj? ¢! =8 et Dg = c'g=2 est le coe cient de di usion de Boltzmann. L'intensité estalors
redé nie comme

(110 = X HG(r )G (1o (A4)
et satisfait I'équation de di usion
Dgup(r;ro) = (r ro): (A.5)

La relation entre p et up est

4
D= w3 Up: (A.6)

B

Une maniére d'introduire les interférences pour le calcued'intensité est de considérer les diagrammes
suivants [145]
z
X(rir% = H(rirurlro) c(roro)d?rid?ry; (A.7)

H(r:r1;r%r,) est une boite de Hikami [146]. Un exemple d'un tel diagrammest représenté sur la
Fig. A.1, sur cette gure les deux chemins de di usion arrivet par la gauche et sont échangés au
niveau de la boite de Hikami par un cooperomd est un objet local non nul seulement dans le cas ou
r,ry, rletr, ne sont pas éloignés de plus dg les uns des autres. Commec = p, dans I'Eq. (A.7)

c est remplacé par p. p peut étre développé en série et en ne conservant que le prenigre il
devient

1
p(rarz) " 1+ é(rl'*' rg 2r)cotr . p(r;r): (A.8)
Aprés manipulation [145],

X(rxr%=H(ryr9 1 %(r rY r . o(rr): (A.9)

Dans l'annexe A de la Réf. [147] il est montré que pouwr, petit devant 1=" et 1=k™ petit,

H(9;01;9%02) = Ny geqirqe 0% 3d: 9° 02 g 392 q° g1 g 60: 02);  (A.10)

ol Ny = "2=32k3. En prenant la transformée de Fourier inverse suy; et g, puis en intégrant sur
rretry,
4

- DB\B 2.
H(@) = 5o @ (A11)
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Figure A.1 Diagramme permettant d'introduire les interférences date calcul de l'intensité. Les deux chemins
de diusion arrivent par la gauche et sont échangés au niveleula boite de HikamH par un
cooperon c.

en notant queH (r;r% = H(r r9 par invariance par translation. La transformée de Fouriede X
sur r%devient maintenant

Dg 4 . .
X(ra)= =2 ((a)?+ig r ) o(rir): (A.12)
8ck
Finalement en prenant la transformée de Fourier inverse
.o_ Dsd . .
X(rir% = s [ o(r:0)r . (r 19 (A.13)
u(r;r9 peut-étre réécrit
z
4!
u(rsr) =up(r;r+ —  up(r;ry)X (rir2)up (r2r9d?ridr, (A.14)
a 22
+ Up (r;r )X (ro;r2)up (ro:r3) X (raira)up (ra;r d?r 1d?r,d?r 3d°r 4 (A.15)

B
L'opérateur Dg est appliqué
z
4!
Dg (u(rrY= Dg up(r;r) < Dg Up(r;ra)X (rir2)up(rzr9d?ridr,
B

4 27

— Dg Up(Fr)X (rora)up (r2irs)X (raira)up (rar9d?r 10%r ,d?r 30°r 4 (A.16)
B

En se rappelant Dg ,up = (r r9, il vient :

z
41
Dg (u(r;r9= (r r9+ = X(r;ra)up(ra;r9dr,
4 27 ’
+ X (r:r2)Up (ro:r3)X (ra:ra)up (ra;rd?r,d?r3d?r 4 (A.17)
B
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Le résultat de I'Eqg. (A.13) est maintenant utilisé

4 % Dgd ,
Dg (u(rsr= (r 1% = s [ o(rira)r + (r ra)up(rar9dr,
B
4 2% pgd ,
? Wr c [ o(rir)r ¢ (r ra)]up (rairs)X (raira)up (rar9dar,:
(A.18)
Apres simpli cation,
O — Ds '3 . .
Dg cu(rir)=[r 1) 71« o(rnr « un(rir)
4 ¢ #
+ —  Up(r;rs)X (raira)up (rar9dradry ; (A.19)
B
u(r;r9 est reconnu dans le membre de droite, ainsi il est nalemertbtenu
2 I 3
r .4 Dg % o(r;r) r Surxd= (¢ r9: (A.20)
Cela conduit a
2 3
2D
r .4 Dg kBCuD(r;r) rSu(rrd= (r r9: (A.21)

Le principe d'auto-consistance est maintenant appliqué,ecqui signi e que up est remplacé paru
dans I'Eq. (A.21). Sur la Fig. A.1, cela revient a remplacerc par u. Un coe cient de di usion D(r)
peut étre dé ni comme

D(r)=Dg 1 %u(r;r) ; (A.22)
pouvant se réécrire
1 1 2c
O L (A.23)

Par invariance par translationu(r;r) est indépendant der, doncD(r) = D(r =0) = D. Finalement
les équations de la théorie auto-cohérente pour une onde mohromatique sont [46, 47]

D ,u(rx%= (r r9; (A.24)
%:D—lB 1+%u(r:o;r=0) : (A.25)

A.2 Expression de la longueur de localisation

La longueur de localisation peut maintenant étre calculédn prenant la transformée de Fourier
spatial de I'Eq. (A.24) (avecr®=0)
z
u(D;q) = u(D;r)e "9d?r; (A.26)
(A.27)

u(D;q) = D—qz:
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Il vient

Z
12
uDir=0)= 4 D—(fz: (A.28)

L'Eqg. (A.28) introduite dans I'Eq. (A.25) donne

1 1 1 22 %dq

= — + — -
D Dg Ds(2)2 D@

(A.29)

La correction deD a Dg est supposée petiteD peut étre approximé parDg dans l'intégrale de
I'Eqg. (A.29). L'EQ. (A.29) devient ainsi

1 2 “dg

1
P A.30
DB DB ! B q ( )

L'intégrale dans le membre de droite de I'Eq. (A.30) est divgente, cependant la borne supérieure
ne peut pas étre in nie car la di usion a nécessairement un@mhgueur minimale qui ne peut étre que
"g. De méme pour la borne inférieure, il existe une longueur memale L correspondant a la taille
de l'espace exploré par les ondels,peut donc étre associée a la longueur de localisationAvec ces
arguments, I'Eq. (A.30) est réécrite

<1
B

11,1 2 "dg (A.31)

D Dg Dg! 8 q

1

La correction étant supposé petite, un développement lindtdans I'Eqg. (A.31) est valable
" I#

In — (A.32)

D=Dyg 1
® Ks s

La localisation se produit pourD égal a zéro, a n d'obtenir un ordre de grandeur de, I'Eq. (A.32)
est considérée encore valable et donc

2 jn—: (A.33)

0=1 S
K's '8

Un ordre de grandeur pour la longueur de localisation est ainsi obtenu

= ‘gezks | (A.34)
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Annexe B

Evaluation numérique de fonctions de
corrélations de paire pour un milieu
désordonné corréelée

Le but de cette annexe est de montrer comment sont évaluées fenctions de corrélation de paire.
Cette méthode est appliquée ici au cas de particules inteiagant selon un potentiel de spheres dures,
mais la méthode présentée est valide pour tous les cas de guPour rappel, la fonction de corrélation
de paire donne la probabilitéP (r;r% qu'un point se situe enr®sachant qu'un autre point est enr
selon

P(r:rd= P(r)P(r9[1+ h(r:r9; (B.1)

ou P(r) est la distribution de probabilité pour un point de se trouer enr, en généralP (r) = 1=V
est satisfaisant pour un systéme statistiquement homogendans la suite pour éviter les e ets de
taille nie P(r) est |légérement modi ée. Aussi pour des systemes su samntegrands pouvant étre
considérés comme invariant par translation, on (r;r% = P(r r9. Si de plus, le systéme est
isotrope P (r;r9 = P(r), avecr = jr r9.

Numériquement, c'est la distribution de probabilitéP (r) pour que la distance entre deux points soit
r qui est accessible. Avec les remarques précédentes, ceig&ridution de probabilité peut s'exprimer
avecP (r;r% selon
z
P(r)dr = P(ryr)d®r.d,; (B.2)
Vi

ou v; est I'ensemble des positionbr;;r,g telles quer < jr; ryj <r +dr. An d'éviter les e ets de
taille nie, l'intégrale de I'Eq. (B.2) porte sur le volume V;, = 4 =3r3. En utilisant l'invariance par
translation il vient

z r+d

P(r)dr = P(r9V,, 4r ®dr® (B.3)
Finalement
P(r)=4 V. r?P(r): (B.4)

h(r) est donc donnée par

Vrl

= 77>

P(r) L (B.5)
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Figure B.1 Exemple de con guration de points interagissant selon untpntiel de sphéres dures. Le systéme
est centré enO et son rayon estR. Les points, a partir desquels I'histogramme des distances
est déterminé, sont contenus dans le cercle bleu de rayprPour chaque point du cercle bleu
I'histogramme des distances est calculé avec les pointsets dans le cercle rouge de rayon
Le rayon d'exclusion entre les di useurs est

P est déterminée numériguement en générant des con gurat®aorrélées et en classant les distances
entre les points qui la composent dans un histogramnié¢. La procédure numérique est décrite a
l'aide de la con guration présentée sur la Fig. B.1 qui illuse les notations utilisées ci-apres.

Considérons un pointA tel que OA < r o, pour tout point B de la con guration la distance AB
est calculée. SIAB <r ;alorsH(j +1) = H(j +1)+1,0u j = E(AB= r), r correspond a
la discrétisation avec laquelleh est obtenue. SiB est tel AB > r ; alors la distanceAB n'est pas
considérée dans I'histogramme. Cette procédure est e eétlpour tous les point# tel que OA <r .
Cette méthode permet d'éviter les e ets de taille nie et d'@célérer la convergence du calcul en
considérant un grand nombre de points par con guration. Das la pratique prendrer, = R=10 et
r, = 5aest su sant. La distribution de probabilité P est alors

_ H().

P(r) = . (B.6)
ou n est le nombre total de distances considérées au cours de lagédure. AussiH est un tableau,
H (r) désigne donc une fonction étagée construite a partir du tlau H. La fonction de corrélation
de paire est alors déterminée, dans la pratique elle se cddcaomme

_ r3or
[G+1) P O rP

Pourr >r 4, h(r) est prise égale a 0. Des exemples de fonctions de corréfatie paire sont donnés
dans le chapitre 6.

hG ) PG 1) 1L (B.7)
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